Vaje pri PSA1
Jure Slak, $tudijsko leto 2020/21

Naloga 0. Casovna zahtevnost ni isto kot ¢as izvajanja. Uc¢inkovitost ni skalabilnost.
Naloga 1. Zapisi v O notaciji:

dn + logn + 4/n, 28" 53 4 26leson [\ /n] 4 121ogn®, log? n + log(n?)
Naloga 2. Postavi zahtevnosti v pravi vrstni red, da velja relacija =.

O(n*) = 0(2") = O(n!) = O(2*") = O(logn) = O(loglogn) = O(y/n) =
= 0(2""e™) = O(log(n!)) = O(1) = O(nlogn) = O(log,n)
Naloga 3. Napisi algoritem za iskanje maksimuma seznama. Napisi Se en (drugacen)
algoritem za iskanje maksimuma seznama. Napisi Se en (drugacen) algoritem za iskanje
maksimuma seznama.
Primerjaj algoritme po razli¢nih lastnostih:

e Casovna zahtevnost
e Prostorska zahtevnost
e Paralelizabilnost
e Online / Offline
Naloga 4. Analiziraj urejanje z izbiranjem:

def selection_sort(s):
for last_idx in range(len(s)-1, 0, -1):
max_idx = 0
for i in range(l, last_idx+1):
if s[i] > s[max_idx 1]:
max_idx = 1
s[last_idx], s[max_idx] = s[max_idx], s[last_idx]

Naloga 5. Navedi osnovne podatkovne strukture v Pythonu in ¢asovne zahtevnosti stan-
dardnih operacij na njih.

Naloga 6. Analiziraj casovno zahtevnost funkcij £ibl in £ib2 ob predpostavki, da je

operacija + izvedljiva v O(1).

def fibi(n): def fib2(n):

[un

if n == 0: return O 2 a, b =0, 1
if n == 1: return 1 3 if n == 0: return a
return fibl(n-2) + fibl(n-1) 4 for i in range(l, n):
5 a, b =Db, atb
6 return b
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Naloga 7. Analiziraj ¢asovno zahtevnost funkcije £ib2 z upostevanjem casovne zahtev-
nosti operacije +. Namig: slika 1.
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Slika 1: Cas izvajanja funkcije £ib2 glede na n.

Naloga 8. Izracunaj 7 & 9,7 | 9,7 =~ 9, 73,7 << 2,7 >> 2. Kako bi preveril ali je
-t bit prizgan? Kako bi ga nastavil na 17 Kako bi ga nastavil na nic¢?

Naloga 9. Napisi algoritem za izrac¢un a™; a,n € N, pri predpostavki, da je mnozenje
dveh stevil O(1). Analiziraj ¢asovno zahtevnost. Ali ga lahko izboljsas? Lahko pogoje za
a sprostimo?

Naloga 10. Na predavanjih ste spoznali algoritem karatsuba za mnozenje Stevil. Kaj je
bitni zapis Stevila —17 Kaj pa —37 Dokazi, da je bitni zapis Stevila —a enak ~a + 1.

def karatsuba(m, n, b):
if b == 0: return m*n
ml, m2 =m > b, m & “(-1 << b)
nl, n2 =n > b, n & (-1 << b)
mnl = karatsuba(mi, nl, b//2)
mn2 = karatsuba(m2, n2, b//2)
mn0 = karatsuba(mi+m2, ni+n2, b//2) - mnl - mn2
return (mnl << 2*b) + (mn0 << b) + mn2

Pomnozi $tevili 100110115 in 10111010,. Kaj izberemo za b?

(155 - 186 = 28830 = 1110000100111102)

Naloga 11. Opisi in analiziraj algoritem za urejanje seznama n celih Stevil x;, za katere
velja x; € [0, M]. Zakaj ima lahko tako ¢asovno zahtevnost? Kdaj se spla¢a uporabiti ta
algoritem? Ali lahko razvijes stabilno verzijo?

Naloga 12. Opisi in analiziraj algoritem za urejanje seznama n nizov iz malih ¢rk angleske
abecede. Zakaj ima lahko tako ¢asovno zahtevnost? Kdaj se splaca uporabiti ta algoritem?
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Naloga 13. Med spodnjimi algoritmi izberi najboljSega, pri ¢emer je n velikost vhodnega
problema.

e Algoritem A resi problem tako, da ga razdeli na pet podproblemov velikosti n/2,
rekurzivno resi vsak podproblem, nato pa v linearnem ¢asu zdruzi resitve.

e Algoritem B resi problem tako, da rekurzivno resi dva podproblema velikosti n — 1,
nato pa resitvi zdruzi v konstantnem casu.

e Algoritem C' resi problem tako, da ga razdeli na devet podproblemov velikosti n/3,
rekurzivno redi vsak podproblem, nato pa resitve zdruzi v ¢asu O(n?).

Naloga 14. Opisi in analiziraj dva algoritma za iskanje para najblizjih tock v ravnini.
Posplogi na RY.

Zanimivost: drugi D&C algoritmi: iskanje lastnih vrednosti simetri¢ne matrike, izrac¢un
hitre Fourierove transformacije (FFT).

Naloga 15. Imamo k urejenih seznamov Aq, ..., A, dolzine n, ki jih Zelimo zliti v en sam
urejen seznam dolzine kn. Kaksna je ¢asovna zahtevnost, ¢e jih zlivamo enega za drugim?
Razvij u¢inkovitejsi algoritem, ki uporablja metodo deli in vladaj.

Naloga 16. Naj bo a urejen seznam celih stevil dolzine n. Pokazi, da za dolocitev takega
indeksa i, da za dano $tevilo x velja ali] = x, potrebujemo Q(logn) korakov, ¢e lahko do
seznama dostopamo samo s primerjavami. Dokazi, da lahko mejo dosezemo.

Naloga 17. Pokazi delovanje vrste in sklada na primeru. Podaj idejo implementacije
vrste in sklada s pomocjo seznama fiksne dolzine. Predpostaviti smes, da v vrsti ali
skladu nikoli ne bo ve¢ kot N elementov. Kaj pa, ¢e te predpostavke nimas? Kako
uporabljamo vrsto in sklad v Pythonu/Javi/C/C++7?

Naloga 18. Pogosto imamo pri programiranju opravka z (2D) mrezami (grid) in implici-
tno podanih grafih na njih. Razvij pristop za delo z mrezami, ki se dobro generalizira na
razlicno definirane sosednosti, dane s konéno mnozico sosedov (4-sosednost, 8-sosednost,
konj-sosednost, cikli¢ne verzije). Koliko vozlis¢ in povezav imajo ti grafi? Kaj pa Ce je
mnozica sosedov druga¢na (npr. kraljica).

Naloga 19. Implementiraj “bucket fill” operacijo, ki je na voljo v vsakem programu za
urejanje slik. Katere probleme Se lahko resimo z istim algoritmom?

~
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Naloga 20. Zapisi primerno predstavitev grafa spodaj in na njem izvedi algoritem dfs.
Posplosi na grafe z ve¢ komponentami. Prestej jih.

9 10

Naloga 21. Zapisi DFS in ga spremeni v verzijo, ki ne potrebuje rekurzije.

Naloga 22. V racunalnistvu pogosto naletimo na situacijo, ko nek program ali paket
za svoje delovanje potrebuje druge programe, ki spet potrebujejo druge programe, itd.
Problem nastane, ¢e se zgodi, da nek program za svoje delovanje potrebuje drug program,
ki pa spet (lahko posredno) potrebuje prvega. Standardna distribucija Linux-a ima npr.
32000 paketov, od katerih ima vsak potrebuje nekaj drugih paketov. Recimo, da sedaj
nek paket p dodatno doda paket ¢ kot dependency. Razvij algoritem, ki bo preveril, ali
to povzrodi kaksen cikel?!

Namig: problem nagprej prevedi v problem iz teorije grafov.
Kako bi preveril, ali dan graf vsebuje cikel?

Naloga 23. Opisi algoritem za reSevanje labirintov na mrezi. Razvij algoritem za gene-
riranje nakljucnih labirintov na mrezi s pomocjo dfs.

Naloga 24. Kako bi na roke poiskal topolosko ureditev DAGa? Zapisi ta algoritem in
analiziraj njegovo ¢asovno zahtevnost.

Naloga 25. Razvij algoritem, ki ugotovi, ali ima DAG enoli¢no topolosko ureditev. Kako
bi prestel vse mozne ureditve?

Naloga 26. Pri izvajanju kompleksnih paralelnih procesov, kot npr. MapReduce? imamo
ve¢ vhodov, nekaj vmesnih izra¢unov v enem ali ve¢ korakih in enega ali ve¢ izhodov.
Najmanj koliko sekven¢nih korakov je potrebnih za izracun rezultata??

The overall MapReduce word count process

Input Splitting Mapping Shuffling Reducing Final result

Bear, 1 Bear, 2

Deer, 1 Bear, 1
River, 1

/ Car, 1
/ \\ gd Car, 1 Car, 3 Bear, 2
Deer Bear River Car, 1 o Cart [ B Car,3
Car Car River Car, 1 \A/ Deer, 2
Deer Car Bear River, 1 /\ River, 2
\ Deer, 1
™ Deer, 1 <

Deer Car Bear Car, 1

\
Bear, 1 / | River, 1 m
River, 1

1V praksi so v primeru Linux paketov dovoljeni tudi cikli.
’https://en.wikipedia.org/wiki/MapReduce
3slika vzeta z: http://www.milanor.net/blog/an-example-of-mapreduce-with-rmr2/
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Naloga 27. Razvij algoritem, ki poisce najdaljso pot v DAGu. Analiziraj njegovo ¢asovno
zahtevnost.

Naloga 28. Razvij algoritem, ki poisce Stevilo poti med s in ¢t v DAGu.

Naloga 29. Spomni se Kosajarovega algoritma za iskanje mo¢no povezanih komponent
in razvij alternativen in v praksi ucinkovitejsi algoritem.

Naloga 30. Resi problem 2SAT. Dana je logi¢na formula v KNF, pri ¢emer so disjunkcije
kvecjemu dvoclenske, npr.

(1 V&) A (T1 V T3) A (21 Vo) A (T3 V 24) A (T1 V 24)
Ali obstaja nabor vrednosti x1,...,z,, da je resni¢na?

Naloga 31. Izvedi BFS na izbranem primeru (npr. Petersenov graf) in narisi BF'S drevo.

from collections import deque
def bfs(G):
n = len(G)
visited = [False] * n
for i in range(n):
if not visited[i]:
q = deque([il)
while q:
¢ = q.popleft()
if visited[c]: continue
visited[c] = True
# obravnavaj c
for u in Glc]:
if not visited[u]:
q.append (u)

Naloga 32. Modificiraj BFS tako, da bo poiskal dolzino najkrajse poti med s in ¢ v
usmerjenem grafu. Kaj pa ¢e zelimo dejansko pot?

Naloga 33. S pomodcjo BFS razvij algoritem, ki v ¢asu O(V + E) poisce najkrajso pot v
grafu, kjer so povezave dolzine 1 ali 2.

Naloga 34. (RTK 2016, 2. skupina) Mirko je navdusen zuzkofil. Doma ima terarij
z n zuzki, oSteviléenimi z Stevili od 1 do n, toda ne pozna njihovega spola. Kljub temu
pa trdi, da so gotovo vsi zuzki heteroseksualni. To Zeli dokazati tako, da en mesec strmi
v terarij in si belezi interakcije med zuzki. Natan¢no opisi postopek, ki sprejme seznam
interakcij med zuzki, in pove, ali obstaja taka razporeditev spolov, da so bile vse interakcije
heteroseksualne. Zuzki se vedno razmnozujejo samo v parih in noben Zuzek ni nikoli v
interakciji sam s sabo. Zuzki so lahko samo dveh spolov in spola ne spreminjajo med
mesecem opazovanja.

Naloga 35. Izracunaj stevilo najkrajsih poti od s do t.

Naloga 37. Izvedi Dijsktrov algoritem na izbranem grafu.
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Naloga 38. Analiziraj predpostavke Dijkstrovega algoritma. Ali so vse nujne? Poskusi
jih sprostiti.

Naloga 39. Poskusi problem najdaljSe poti v grafu prevesti na problem najkrajse poti v
grafu preko Dijkstrovega algoritma. Obupaj in pokazi, da je problem najdaljSe poti vsaj
tako tezak kot problem Hamiltonove poti.

Naloga 40. Implementiraj kopico s seznamom. Izvedi zaporedje push in pop operacij na
primeru. Opisi ¢asovne zahtevnosti operacij in opisi urejanje s kopico.

Naloga 41. V ra¢unalniskih igricah imamo pogosto dogodke (kot npr. status efekte), ki
se zgodijo ali pa se bodo zgodili v kratki prihodnosti, npr. zadane te goreca pus¢ica in
mora$ takoj zagoreti, ez 5 sekund pa se ogenj pogasi. Opisi podatkovno strukturo, ki
hrani te dogodke, tako da se na vsaki iteraciji glavne zanke lahko u¢inkovito obravnava
vse dogodke, ki bi se morali zgoditi med zadnjo in predzadnjo iteracijo ter doda morebitne
nove.

Naloga 42. Posplosi Dijkstrov algoritem na grafe, ki imajo utezi tudi na vozlis¢ih.

Naloga 43. Oglej si, kako Dijkstra is¢e najkrajSe poti na primeru sveta, predstavljenega
s kvadratno mrezo, z ovirami. Razvij algoritem za iskanje najkrajse poti, imenovan A*,
ki v praksi deluje bolje.

Naloga 44. Dane so 4 tocke v oglis¢ih kvadrata v ravnini. Povezi jih med seboj, tako da
bo med vsakim dvema obstajala pot in da bo skupna dolzina poti ¢im krajsa.

ISMT(P)]|
IMST(P)]

Opomba: Steinerjevo razmerje p = supp za ravnino je Se odprt problem (Gilbert—

Pollak Conjecture).

Naloga 45. Na primeru grafa G najdi najmanjse vpeto drevo s pomocjo Kruskalovega
algoritma.

Naloga 46. Naredi enako s Primovim algoritmom.

Naloga 47. Imejmo 8 elementov, [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|, ki naj bodo vsak v svoji mnozici
z rangom 1. Izvedi naslednje operacije:
union(1l, 7), union(2, 3), union(3, 4), union(5, 1), union(7, 4)
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Naloga 48. Dana je mreza s ¢rnimi in belimi celicami. Razvij podatkovno strukturo,
ki hrani informacijo o povezanih skupinah ¢rnih celic in omogoc¢a njihovo zdruzevanje.
Analiziraj ¢asovno zahtevnost in simuliraj na 4 x 4 mrezi. Posplosi na barvne slike.
Uporabi na primeru postavljanja zgradb v ra¢unalniskih igricah.

Naloga 49. Zakodiraj stavek A GREMO LAHKO ZE DOMOV? Koliko prostora smo pridobili?

Naloga 50. Odkodiraj prej skonstriuran stavek. Kaj opazis? Razmisli o metodah za
reSevanje tega problema. Kaksna sta ¢asovna in prostorska zahtevnost dekodiranja? Pri
dekodirnih algoritmih je zelo pomembno, da so streaming algoritmi, ali ta ustreza?

Naloga 51. Predpostavi, da so simboli Ze urejeni po frekvencah. Konstruiraj Huffmanovo
drevo v O(n) ¢asa. Ali je ¢asovna zahtevnost tega algoritma zelo pomembna?

Naloga 52. Konstruiraj primer, ko se Huffmanovo kodiranje prevede nazaj na blo¢no
kodiranje.

Naloga 53. Dana je spodnjetrikotna matrika Stevil A. Najdi najvecjo mozno vsoto Stevil,
pri ¢emer lahko seStevas Stevila tako, da zac¢nes pri edinem elementu v prvi vrstici in se pri
prehodu v naslednjo vrstico premaknes direktno navzdol ali diagonalno navzdol v desno.
Kaksna je ¢asovna zahtevnost izra¢una?

Naloga 54. Na klopco Zelimo posestni n politikov, ki so rdeci, beli ali roza. Rdeci in beli
se med seboj ne marajo, tako da jih ne smemo posesti skupaj. Na koliko nac¢inov lahko
to naredimo? Kaksna je ¢asovna zahtevnost izracuna?

Naloga 55. V gostilni morate plac¢ati racun za x eur. Na koliko nacinov lahko to naredite
z bankovci in kovanci, ¢e imate neomejeno zalogo vseh kovancev in bankovcev. Kaj pa ¢e
imate dane neke fiksne zaloge? Kaksna je ¢asovna zahtevnost izracuna?

Naloga 56. Dana je kvadratna mreza z ovirami. Na koliko na¢inov je mozno priti od
levega spodnjega kota do zgornjega desnega, ¢e se lahko premikam gor, desno in diago-
nalno?

Naloga 57. Imamo Sahovnico s 4 vrsticami in n stolpci, pri ¢emer je na vsakem polju
napisana Stevilka. Na voljo imamo Se 2n kamenckov, ki jih Zelimo postaviti na polja
Sahovnice tako, da bo vsota pokritih Stevil ¢im vecja. Ni potrebno, da postavimo vse
kamencke, na vsakem polju pa je lahko najve¢ en kamencek. Pri tem imamo omejitev, da
dveh kamenckov ne smemo postaviti na polji s skupnim robom (lahko pa ju postavimo na
polji s skupnim oglis¢em). Zapisi algoritem, ki s pomod¢jo dinami¢nega programiranja v
¢asu O(n) izra¢una optimalno postavitev kamenckov. Posplosi iz 4ih na k vrstic in oceni
¢asovno zahtevnost.
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