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Resitve 2. izpita iz Analize 1

Naj bo f :[0,1] — R integrabilna funkcija. Potem je funkcija F' : [0,1] — R, ki

je definirana s predpisom F(z) = [ f(t) dt, odvedljiva na (0, 1).
0

o0

Vsaka alternirajoca vrsta »_ a,, za katero je zaporedje (|a,|)neny monotono pa-
n=0

dajoce, je konvergentna.

Funkcija f : R — R, ki je definirana s predpisom f(z) = —2z + sin(3z), je

enakomerno zvezna na R.

Naj bodo {Z, }.en zaprte podmnozice metriénega prostora (M, d). Potem je tudi
oo

unija |J Z, zaprta podmnozica (M, d).

n=1

Naj bo f, : [0,1] — R zaporedje zveznih funkcij, ki konvergira na [0, 1] enako-

merno k funkciji f. Potem je tudi funkcija f zvezna na [0, 1].

Mnozica {z € R|z? < 2} ima natan¢no spodnjo mejo.

o0
Potencna vrsta ) 2" konvergira na intervalu (—1,1) enakomerno k vsoti 1.
n=0

Ce za zvezno funkcijo f : R — R velja f(0) = f(1) = 0, obstaja tocka ¢ € (0,1),
0.

v kateri je funkcija f odvedljiva in velja f'(c) =

Vsako Cauchyjevo zaporedje kompleksnih stevil je konvergentno.

Definirajmo kompleksno stevilo z =

oI5

2 +i¥2. Potem je |2[2018 = 1.



(2) Funkcija f: R — R je dana s predpisom

ae” ;< 0,
fy=qb . i7=0
gj;;)_;) x> 0.

(a) Doloéi konstante a, b, ¢ € R tako, da bo funkcija f zvezna na R. Ali je tako dobljena
funkcija f odvedljiva v tocki x = 0?7

(b) Definirajmo funkcijo F': R — R s predpisom F(z) = [ f(t) dt. Pokazi, da je funkcija
0
F injektivna in doloci njeno zalogo vrednosti.

(@ (+§) f) ima ni¢lo v tocki z = 0. Ce torej hoéemo, da bo

obstajala desna limita funkcije f v tocki x = 0, mora biti ¢ = 0. V tem primeru velja
g 1 o
lim f(z) = lim € lim rltest. )

)0 20 e —1 o (1+a+...)—1

Da bo f zvezna v tocki x = 0, mora nadalje veljati Se b = 0 in

Resitev: (a) Imenovalec izraza

=1.

1=1i =i ? =a.
g}%f(x) him ge” = a

Tako dobimo funkcijo f : R — R s predpisom

e’ s x <0,
flx)y=¢ 1 s x =0,
eﬁe_zl ;x> 0.

Funkcija f je po definiciji odvedljiva v x = 0, ¢e obstaja limita f'(0) = lim, g f@)=1O)
Zaradi razli¢cnih predpisov bomo morali posebej izracunati levo in desno limito:

f@ = fO) el e

lim 1 =lim — =1,
210 T 0 X 10 1
_ e’ T_em 4]
i L) = FO) e o pe et H L
zl0 x 20T zl0  z(e* —1)
_hmx(1+x+%+ )—(A+z+5+..)+1
240 r(l+z+2+..)-1) -

Vidimo, da limiti nista enaki, kar pomeni, da funkcija f ni odvedljiva v tocki z = 0.
(b) Po osnovnem izreku integralskega racuna je funkcija F'(z f f(t) dt odvedljiva in

velja F'(z) = f(z). Ker je funkcija f pozitivha na R, pa je torej F narascajoca in zato
injektivna.

Zalogo vrednosti bomo dolocili z izracunom limit:

lim F(z /f / dt = —1,
Tr——00
0
lim F(x /f /te dt = oo.
T—+00 et —1
0 0
Zaloga vrednosti funkcije F' je torej interval (—1, co). ]

2



- [6] Dolocitev konstant a, b in c.

- [6] Dokaz, da f ni odvedljiva v x = 0.
[4]

- [4] Zaloga vrednosti funkcije F'.

- |4] Dokaz, da je F' injektivna.



(3) (a) Izrac¢unaj povrsino vrtenine, ki jo dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f(z) = va2 +4
okoli abscisne osi na intervalu x € [0, 2].
(b) V odvisnosti od realnega parametra a > 0 obravnavaj konvergenco integrala

* 2%lnzx
V ( 3:2 —1)3
Resitev: (a) Ker je f'(x) = ZZ=, je povrsina dane vrtenine enaka

2 2 2 2
P:27r/ f(x)\/1+f’(x)2dx:27r/ vVaz+44/1+ 2x+4dm:2\/§7r/ Va2 +2dzx.
0 0 xr 0

Integral na desni lahko izracunamo z uvedbe nove spremenljivke ali pa z uporabo algoritma
za integracijo korenskih funkcij. Z uporabo slednjega dobimo

/\/x2+2dx: fﬁdx—(Ax—I—B W2+ 2+

7 odvajanjem te enakosti dobimo
> +2  2Ax*+ Br+ (244 0)
22 x?+2 .

[ G

S primerjavo koeficientov vidimo, da je A = %, B =01in C =1, od koder sledi
1
/\/x2+2dx: %wv:cz+2+/—dx: eV + 2+ Injz + Va2 + 2|+ C.
Vaz+2
Povrsina vrtenine pa je enaka

P =2V2r (%x\/ﬁ +2+Injz+ Va2 + 2|) )z = 2v27(V6 + In(v2 + V3)).

(b) Obravnavati moramo konvergenco integrala v okolici tocke x = 1 in pri z — co.

x — 1: Integrand lahko zapisemo v obliki
z%Inz
'Inxr (@-1)@+)?
@-1 (-1
Lin funkcijo g(z) = %, za katero lahko preverimo,
(z—1)(z+1)2
Od tod sklepamo, da integral konvergira v okolici pola

Imamo torej pol stopnje s = 3

da ima limito lim g(z) = 272
z—1

x =1 za vsak a > 0.

r — o0: Ko gre ¥ — oo, izraz /(22 — 1)3 narasca podobno hitro kot z*. Integrand se pri

xr — oo torej obnasa podobno kot izraz

Inz

r3—a’
Ce je 3 —a < 1 (oziroma a > 2), bo torej integral divergiral. Ce je a < 2, pa lahko
najdemo € > 0, da bo a 4+ ¢ < 2. Pisimo sedaj

Inx 22t ng

1'3_(1 o xl—i—e



Potem je s = 1+ ¢ > 1, funkcija g(x) = 2% 2" Inx pa bo konvergirala proti 0, ko bo Sel
x — o0. To pomeni, da dani integral konvergira v neskocnosti, ce je a < 2.

Posploseni integral torej konvergira za a € (0, 2). O]

2
- [2] Izpeljava formule P = 2\/§7r/ Va? 4+ 2dx.
0

- [6] Integracija iracionalne funkcije.

- [2] Rezultat.

- [5] Obravnava konvergence v z = 1.

- [5] Obravnava konvergence pri x — 0.



(4) (a) Dano je zaporedje funkcij f, : R — R, ki so definirane s predpisi f,(z) = = + + za
n € N. Pokazi, da funkcijski zaporedji f, in f? konvergirata po tockah in ugotovi, ali
konvergirata enakomerno na R.

(b) Razvij funkcijo f(z) =
f(2018)(2)'

Regitev: (a) Za vsak x € R velja

z—2 : . o o A . .
0.5 v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 2 in izracunaj

lim f,(z) = lim (z + 1) =z,

n—00 n—00
od koder sklepamo, da konvergira zaporedje f, po tockah proti funkciji f(x) = =, zaporedje
/2 pa po tockah proti funkciji F(z) = 22.

Pokazimo sedaj, da konvergira zaporedje f, enakomerno na R k f. To sledi iz dejstva, da
zaporedje

¢n =sup |f(z) — fulz)| =suplz — (z + 1) =1
z€R z€R

konvergira proti 0.
Po drugi strani pa je

sup [F(z) — f3(2)] = sup 2% — (z + )*| = sup| — 3% — 5| = o0,
zeR z€R z€R

kar pomeni, da zaporedje f2 ne konvergira enakomerno na R.
(b) Pisimo
x—2 r—2 t t

o) o e 8 6-0B-0  G-D0-0 10-DI-0’

kjer smo oznacili t = x — 2. Z uporabo formule za vsoto geometrijske vrste in konvolucij-
skega produkta dobimo

t t t 2 8 >
= (1+-+ =+ =+ )1 +t+2++ ) = nt”
4(1- A -1 4<+4+16+43+ >(+ ) nzzoa :

kjer je ag =0, a; = }l in

0Od tod dobimo

f) =3 w2

7 uporabo formule za Taylorjevo vrsto od tod sledi se

1
42018

F2018)(2) = 2018laggs = 2018! -



- [2] Izra¢un limitnih funkeij.

- [8] Obravnava enakomerne konvergence.
8]

-[2] Izracun odvoda f°¥)(2).

- |8] Izracun Taylorjeve vrste.



(5) Najbo M =NU{oco} ind: M x M — R podana s predpisom
[1/n—1/m|, n # oco,m # oo,

B 1/n, n # 0o, m = 0o,
d(m, n) = 1/m, n =00, m # 0o,
0, n = 00, M = 00.

(a) Pokazi, da je (M, d) metricni prostor.

(b) Pokazi, da za vsak n € N obstaja r > 0, da je K(n,r) = {n}. Pokazi tudi, da za vsak
r > 0 krogla K (oo, r) vsebuje vse razen kontno mnogo elementov M. Ali obstaja
mnozica A C M, ki ni niti odprta niti zaprta?

(c) Ali je preslikava j: (N, dy) — (M, d), ki je definirana s predpisom j(n) = n, zvezna?

Resitev: (a) Pozitivna definitnost in simetri¢nost preslikave d sledita direktno iz predpisa,
zato se posvetimo trikotniski neenakosti. Pokazati zelimo, da za vsake x,y,z € M velja
d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). Privzamemo lahko e, da so z, y in z razlicne tocke. Denimo
najprej, da so z,y, z € N. Potem je

d(z,z) = 1/z=1/x| = [1/2=1/y+1/y—1/z| < [1/2=1/y|+[1/y—1/x| = d(y, z) +d(z,y).
Ce je x = 0o, dobimo

dz,z) =1/z=1/z=1/y+1/y < [1/z = 1/y| + 1/y = d(y, 2) + d(z,y).
Podoben racun zaradi simetri¢nosti deluje tudi v primeru, ko je z = oo. V primeru, ko je
y = 00, pa dobimo

d(z,2) =[1/z = 1/z] < 1/z 4+ 1/z = d(y, 2) + d(z,y).
(b) Vzemimo poljuben n € N. Potem je za poljuben m € N
d(n,m)=|1/n—1/m].
Ta izraz bo najmanjsi pri m = n + 1, ko bo enak d(n,n+ 1) = [1/n —1/(n + 1)|. Ker
velja tudi d(n,n + 1) < d(n,o0), za r = d(n,n+ 1) velja K(n,r) = {n}.
Za poljuben r > 0 so izven K (oo, r) vsa naravna Stevila n, za katere je d(co,n) =1/n > r.
To so vsa naravna Stevila, ki zadoscajo pogoju n < 1/r, ki pa jih je le konéno mnogo.

Naj bo A poljubna podmnozica M. Ce A ne vsebuje tocke oo, je A unija neke pod-
mnozice naravnih stevil. Ker smo Ze pokazali, da je vsako naravno stevilo odprta mnozica
(K(n,r) = {n}), je v tem primeru tudi A odprta. Ce pa je oo € A, pa je po pravkar
dokazanem A€ odprta, kar pa pomeni, da je A zaprta. To pomeni, da je vsaka podmnozica
A C M odprta ali zaprta.

(¢) Spomnimo se s predavanj, da je preslikava j: (N, ds) — (M, d) zvezna, Ce je praslika
J71(U) vsake odprte podmnozice U C M odprta v N. To pa je res, ker je vsaka podmnozica
metricnega prostora (N, dy) odprta. Torej je j zvezna. [

- [4] Dokaz, da je d metrika.

- [4] Dokaz obstoja r > 0, da je K(n,r) = {n}.

- [4] Dokaz, da krogla K (oo, ) vsebuje vse razen kon¢no mnogo elementov M.
- [4] Dokaz, da je vsaka podmnozica A C M odprta ali zaprta.

- [4] Dokaz, da je j zvezna.



