Analiza 1: 4. kolokvij
11. 6. 2018

1. naloga (20 tock)
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Za poljubno zaporedje zvezno odvedljivih funkcij f,: (a,b) — R, ki na (a,b) enako-

merno konvergira k odvedljivi funkeiji f, tudi f], konvergira k f’.

o0
Obstaja potencéna vrsta Y cp(x — a)”, ki konvergira le za = = a.
n=0

0 .
Integral [ #0Zdz divergira za vsak a > 0.
0

V vsakem neskonénem metri¢nem prostoru obstaja tudi neomejena podmnozica.
Taylorjev polinom 3. stopnje pri razvoju funkcije tan x okoli x = 0 je enak x + %
Limita lim,,_eo 2?21 % cos % je enaka sin 1.

Preslikava f: (R?,d1) — (R?,dy), f(z,y) = (y,7), je zvezna v izhodiséu.

Za poljubno zvezno funkcijo f: R — R je s predpisom F(z) = [ f(t)dt podana

O—x

narascajoca funkcija.

Naj bo d: M x M — [0,00) metrika in f: [0,00) — [0, 00) strogo narascajoca funkcija.

Ce je f(0) =0, je tudi f o d metrika na M.

Mnozica (0,1) x {0} je odprta v (R?, da).

Tockovnik:

+2 Vsak pravilen odgovor.

0 Prvi nepravilen odgovor.

-2 Vsak naslednji nepravilen odgovor.



2. naloga (20 tock)

(a) Cikloida je parametrizirana s predpisom 7(t) = (t —sint, 1 —cost) za t € [0, 27]. Izracunaj
volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e jo zavrtimo okoli x-osi.

(b) Ugotovi, za katera naravna Stevila m in n konvergira integral

/1 et — g% J
———dux.
0o T™/1—zx™m
Resitev: Volumen vrtenine v tocki (a) je enak

27 27
V= 7r/ y? () (t)dt = 71'/ (1 —3cost + 3cos®t — cos® t)dt = b2
0 0

_ et —e— T
e —e ® _ 2" 1+z+...4am—1
/1 — 2™ (1—=x)1/2 7
opazimo, da je v .z = 1 pol stopnje « = 1/2. Posledi¢no v tem krajis¢u nimamo tezav s
kovergenco. Nasprotno velja
oo SR

xnm rn—1

Stevec tako zapisanega ulomka konvergira k 2, ko gre # — 0. Zato integral obstaja natanko
tedaj, ko jen —1 <1 oz. ko jen =1.

Tockovnik:

+4 Pravilno nastavljen integral v (a).
+6 Izracun volumna.

+2 Dolocitev singularnosti v (b).

+8 Obravnava konvergence pri x =0 in x = 1.



3. naloga (20 tock)
Podana sta funkcijsko zaporedje f,(x) = sin™ z in vrsta g(z) = > "7 fu(z).

(a) Poisci limitno funkcijo za funkcijsko zaporedje f, na intervalu [0, 5]. Ali je konvergenca
enakomerna?
™

(b) Dokazi, da je funkcijska vrsta g enakomerno konvergentna na intervalih oblike [0, a), a < 7,
ne pa tudi na intervalu [0, F].

Resitev: Limitna funkcija zaporedja f, na [0, 7] je enaka

fa)={ 17

1,$:§

Ker gre za zaporedje zveznih funkcij in nezvezno limito, konvergenca ni enakomerna.
V tocki (b) uporabimo Weierstrassov kriterij oz. oceno

sin” x <sin"a, z € [0,a).

Ker je sina < 1, je geometrijska vrsta ) -~ sin”a konvergentna, kar potrjuje absolutno in
enakomerno konvergenco na [0, a), ne pa tudi na intervalu [0, 7). Res, ker velja

= sin x
g(z) = g sin" x = .
] 1—sinz
n=

opazimo, da je funcija g na okolici tocke x = 1 neomejena, kljub temu, da so vse njene delne
vsote konc¢ne. To pomeni, da konvergenca na tem intervalu ne more biti enakomerna.

Tockovnik:

+5 Dolocitev limitne funkcije zaporedja.

+5 Obrazlozitev enakomerne konvergence zaporedja.
+5 Obrazlozitev enakomerne konvergence na [0, a).

+5 Obrazlozitev ne-enakomerne konverngence na [0, 7).



4. naloga (20 tock)

(a) Z uporabo razvoja v Taylorjevo vrsto izrac¢unaj limito

i /1 —x —sinx + %xz - %x?’
im )

z—0 x2e—7 — g2

(b) Izracunaj konvergenéno obmocje in vsoto potencne vrste

& (_$2)n
Z 2n+1°

n=0

Resitev: V tocki (a) uporabimo naslednje razvoje

22e™ g2 = 221 — 22 + O(a)) — 22
Ko jih vstavimo v limito, dobimo
zyT—z —sinz + $2? — ka3 —‘%‘—I—O(mg’) 5

I = lim 8L " 2
xg% x2e—7% — g2 xl—rf%) -t + O(IIJ5) 81

Za dolocitev konvergen¢nega obmocja najprej uporabimo korenski kriterij

|x‘2n+2

. 2n+3 .12

s T =L
2n+1

Nadalje opazimo, da za x = £+1 dobimo konvergentno alternirajoco vrsto. Posledi¢no je obmocje
konvergence zaprti interval [—1,1].
Za izracun vsote je kljuéna opazka

0 no2n+1)’ i
/ (_1) x n,_.2n 1
— Ao [ 1 - -
o = (S ) - S L
Posledi¢no je
f()—l/ 1 _arctanz + C
V=g 1+ 22 v x ’

pri ¢emer s primerjavo vrste in integrala ugotovimo, da je C' = 0.

Tockovnik:

+7 Zapis treh ustreznih razvojev.

+3 Izracun limite.

+5 Doloc¢itev konvergencénega obmocja.

+5 Dolocitev vsote funkcijske vrste.



5. naloga (20 tock)

Naj bo A C N neprazna in kon¢na, M = P(A) njena potencna mnozica in d: M x M — Ry
preslikava podana s predpisom

d(B,C)=moc¢ ((BUC)\ (BNQO)).
(a) Pokazi, da je (M, d) metri¢ni prostor.
(b) Za a € Ain n € N opisi odprto kroglo K({a},n). Kdaj taka krogla sovpada z M?

(c) Naj bo preslikava F': (M,d) — (R, d2) podana s predpisom F(B) = maxB. V katerih
tockah B € M je taka preslikava zvezna?

Resitev: V tocki (a) je potrebno preveriti kljuéne lastnosti metrike, pri ¢emer sta pozitivnost
in simetri¢nost ocitni. Nadalje velja, da je

d(B,C)=0 & BUC=BNC& B=C.

Nazadnje dokazemo e trikotnisko neenakost, ki sledi iz dejstva, da je

(BUD)\ (BND)=(B\D)U(D\B) =
=((B\D)NC)U((B\D)\C)U((D\B)NC)U((D\B)\C) <

C(C\D)U(B\C)U(C\B)U(D\B)=((BUC)\(BNC))U(CUD)\(CND)).

Alternatniva zgornjemu razmisleku je tudi uporaba Venovega diagrama.
V tocki (b) lo¢imo dva primera. Za a € B je B € K({a},n) natanko tedaj, ko je

mo¢(B \ {a}) =mo¢(B) —1<n-—1.

To pomeni, da lahko B skupaj z a vsebuje n elementov. Nasprotno v primeru, ko a ¢ B velja,
da je B € K({a},n) natanko tedaj, ko je

mo¢(B U {a}) =mo¢(B)+1<n-—1.

To pomeni, da lahko B vsebuje najve¢ n — 2 elementov. Iz zgornjega razmisleka je jasno tudi,
da je od mnozice {a} najbolj oddaljen njen komplement A \ {a}, razdalja pa je v tem primeru
enaka moc¢(A). Odprta krogla K ({a},n) torej vsebuje cel prostor M, ¢e je n > mo¢(A).

Nazadnje obravnavajmo Se zveznost. Ker razdalja d zavzame zgolj celostevilske vrednosti, za
vsako B € M in vsak 0 < ¢ < 1 velja

K(B,§) ={B}.
To pomeni, da lahko za poljuben € > 0 izberemo npr. § = 1/2, saj veljajo sklepi
CeK(B,)) = B=C = |F(B)— F(C)| = |max(B) — max(C)| =0 < e.

Posledi¢no je F' zvezna v vseh tockah M razen v prazni mnozici (), kjer ni definirana.

Tockovnik:
+9 Preverjanje lastnosti metrike.
+6 Obravnava odprtih krogel.

+5 Obravnava zveznosti.



