8. Navadne diferencialne enacbe

8.1. Zacetni problem prvega reda

I5¢emo funkcijo y(x), ki zados¢a diferencialni enacbi

y/ — f(xvy)

In za¢etnemu pogoju
y(zo) = Yo,

kjer je f dana dovolj gladka funkcija x in y.

Numeri¢na resSitev je sestavljena iz zaporedja g < x1 < x5 < ... In pripadajocega
zaporedja yo, Y1, Y2, - - ., Kjer je vsak y,, priblizek za reSitev v x,,, oziroma

Yn = Y(xn), n=0,1....

Moderne metode avtomati¢no dolo&ajo velikosti korakov h, = x,.1 — x, tako, da
napake priblizkov v,, ostanejo v vnapre] dolo¢enih mejah.

Bor Plestenjak - UVNM 2018/19



Osnovna delitev metod
ReSujemo zaletni problem ' = f(x,y) pri zacetnemu pogoju y(xg) = yo.

Racunamo priblizke yg, y1, Y2, - - - za vrednosti y(xg),y(x1),y(x2), ... v tockah
To < T < T < ---.

Ozna&imo

y(x;) : to€na vrednost resitve v x;,
y; : izra&unani priblizek za y(x;).

Metode za reSevanje zaletnega problema delimo na:

e enokoratne metode: y,, 11 izraunamo iz y,,

e veckoratne metode: Y, 41 1Zrakunamo iz Yy, Yn—1,- -« s Yn—k-
Metode lo¢imo Se na:

e cksplicitne metode: imamo direktno formulo za ¥, 1,

e implicitne metode: y,.1 dobimo tako, da reSimo nelinearno enacbo.
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Zgled resitve in vej

Resitve za 3/ = cos(3x?) +sin(4x)y pri zaketnih pogojih y(0) = —0.3,—-0.2,...,0.3.

1.4 T

_04 ] ] ] ] ] ] ]
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Obstoj resitve

Funkcija f(z,y), kjer je f : R? = R, na obmo&ju D = [a,b] x Q C R? zado¥¢a
Lipschitzovemu pogoju na y s konstanto L, ¢e za poljubna (x,y1), (x,y2) € D velja

|f(z,y1) — f(2,y2)| < Llyr — yal.

Zadostni pogoj, da je f Lipschitzova je, da je f odvedljiva po v, saj je potem lahko

L = max x,Y)|.
(m,y)ED‘fy( y)|

Ce f ustreza Lipschitzovemu pogoju, potem za vsak (zg, yo) € D obstaja podinterval
la, b], ki vsebuje x, na katerem reSitev zaletnega problema y' = f(x,y), y(zq) = yo,
obstaja in je enoli¢na.
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Obcutljivost zacetnega problema

Naj f ustreza Lipschitzovemu pogoju s konstanto L. Tocna reSitev zaletnega
problema y' = f(z,y), y(zo) = Yo, je y(x).

Ce je §(x) resitev zaletnega problema z zmotenim zaletnim pogojem 3’ = f(z,y),
y(xo) = Yo, potem za poljuben x > x¢ velja

5(z) — y(z)| < eH=m0) |5y — yol.

AN

Ce namesto zatetnega problema v’ = f(z,y), y(zo) = yo, redujemo bliznji problem
vy = f(z,y), f(zo) = Yo, velja

eL(m_mO) —

~ T—I0) | 1 -
7(z) — y(z)] < =70 gy — yo| + 7 If = fll,

kjer je ||f — fI| = max(yyen | F(z,y) — f(z,y)].
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8.2. Eulerjeva metoda

Najpreprostej$a enokora¢na metoda je eksplicitna Eulerjeva metoda z nastavkom

Yn+1 = UYUn + hf<xn7 yn)
Tnil = Xn+h

Xp Xj X2

Uporablja fiksen premik h.
|deja je, da se v vsaki to¢ki premaknemo v smeri tangente.

Implicitna Eulerjeva metoda je y,11 = v, + Af(xp11,yna1). Pri implicitni metodi
je potrebno v vsakem koraku resiti nelinearni sistem za y,, 1.
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Zgled

Eksplicitna Eulerjeva metoda na primeru ' = cos(3z?)+sin(4x)y, y(0) = 1, h = 0.2

1.4 T

12} :

02k
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Zgled

Primerjava eksplicitne Eulerjeve metode na primeru 3’ = cos(32?) + sin(4x)y,
y(0) =1, interval je [0, 4].

20 korakov 40 korakov
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Taylorjeva vrsta

Ce v/ = f(z,y) odvajamo, dobimo

y = f
y// — fx+fyy/:f:c‘|'fyf
v" = faw+ 2fuyf + fyu S+ fy(fo + fuf)

Po Taylorjevi vrsti izratunamo y(x1) = y(xo + h) = yo + hy| + %2?/(/)’ + ..
Zgled v/ = zy + 1, y(0) = 0, y(0.2) =?
y=ay+1 = y(0)=1
y' =xzy' +y = 4"(0) =0

111

y — xy// _|_ 2y/ — y///(o) — 2

1
y(h):h—l—gh?’—l—o-'.

Pri h = 0.2 dobimo y; = 0.2 4+ 0.00267 = 0.20267. Nadaljujemo s to¢ko (0.2, 0.20267).
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Red lokalne napake

Definicija 1. Pravimo, da je ima metoda lokalno napako reda k, Ce se pri toc¢ni
vrednosti y,, = y(xy) izraCunani y, 1 ujema z razvojem y(x,, + h) v Taylorjevo vrsto
okrog x,, do vklju¢no &lena h*.

Lokalna napaka predstavlja napako v enem samem koraku.

Metoda iz prejSnjega zgleda ima red 3, sicer pa z razvijanjem v Taylorjevo vrsto
lahko dobimo metodo poljubnega reda.

Eulerjeva metoda (eksplicitna in implicitna) ima red 1.

V grobem velja, da ima metoda z lokalno napako reda k globalno napako reda k — 1.
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Globalna napaka

Globalna napaka ni preprosto kar vsota lokalnih napak.

Numeri¢na metoda za reSevanje zaletnega problema je stabilna, kadar majhne motnje
ne povzrocijo divergence numeri¢ne resitve.

Vsaka enokoratna metoda se da zapisati v obliki y,11 = yn + 0(Tn, yn, h), kjer je
O(x,y,h) funkcija prirastka. Ce @(z,y,h) zados¢a Lipschitzovemu pogoju na y s
konstanto L, lokalna napaka v vsakem koraku pa je po absolutni vrednosti omejena
z DhP*1, potem za globalno napako velja

eL(:I;—xo) 1
L

yn — y(z)| < Dh? + el @m0l |y — (o).
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8.3 Runge-Kutta metode

Najprej izracunamo

ki = hf(:ljn -+ Oéih,yn + Zﬁijk]‘), 1 = 1, c ..y 1N,

j=1

nato pa

Yn+1 = Yn + Z Vik;.

1=1

Pri tem je m stopnja R-K metode, kar ne smemo zamenjevati z redom metode.
Konstante «;, (;; in 7; dolo¢imo tako, da se y,4+1 ¢im bolj ujema z razvojem
y(zn, + h) v Taylorjevo vrsto. Pri tem velja a; = > 72, Bij.

V primeru, ko je 8;; = 0 za 7 < 7, je metoda eksplicitna, sicer pa implicitna.
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Dvostopenjska eksplicitna Runge-Kutta metoda reda 2

kl — hf(x’rw y’n)
ko = hf(zn+ ah,y, + Bki)
Yntl = Yn + Y1k1 + Yoko.

Z razvijanjem v Taylorjevo vrsto dobimo

ki = hf
ko = hf+ah®f,+ Bhkif, + O(h®)
Ynt+1 = Yn T (71 —+ 72)hf + 7204h2fa: + 'YZBthfy + O(hg)a

kar primerjamo z

U+ ) = (@) + hf + W2 (Fs + £1,) + OG).

Sledi
71+ 72 =1, ays = 3, Bye = 3.
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Sistem ima vec reSitev, saj za poljubni 75 # 0 dobimo

n=l-tp a=5— B=5—.

Zgleda dvostopenjske R-K metode drugega reda sta:

e Heunova metoda
kl — hf(xna yn)
k2 — hf($n + h: YUn + kl)

Yn+1 — Yn -+ %(kl -+ kQ), napaka . O(hg)

e modificirana Eulerjeva metoda

kl — hf(ajna yn)
ko = hf(x,+ %h, Yn + %lﬁ)
Ynt1 = UYn+ ko, napaka: O(R?).
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Stiristopenjska eksplicitna Runge-Kutta metoda reda 4

ki = hf(Tn,yn)

ko = hf(zn+3h,yn + 3k1)
ks = hf(zn+ih,yn + 3k2)
ki = hf(xp+ h,y, + k3)

Un+l = Yn -+ %(kl + 2ko + 2ks + k4), napaka : O(h5)

Zgled: Resujemo 3y’ = —y — 5e*sin(x), y(0) = 1 in vzemimo h = 0.1. Dobimo

Y1

hf(xo,yo) = 0.1% f(0,1) = —0.1

hf(xo+ 3h,yo + 2k1) = 0.1 % £(0.05,0.95) = —0.12127

hf(zo+ Lh,yo + Lka) = 0.1 % £(0.05,0.93936) = —0.12021
(

Yo + L(k1 + 2ko + 2k3 + kq) = 0.87898.
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Primerjava metod razli€énega reda
Na diferencialni enatbi y' = —y — be *sin(bx), y(0) = 1 na intervalu [0, 3]

primerjamo eksplicitno in implicitno Eulerjevo metodo (red 1), Heunovo metodo
(red 2) in Runge-Kuttino metodo reda 4, pri vseh je h = 0.3.

Euler Implicitni Euler

05r

0 1 2 3 0 1 2 3

Heun - RK reda 2 RK reda 4
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8.4 Adaptivna ocena koraka: Runge-Kutta-Fehlbergova metoda

Vzamemo 6 stopenjsko R-K metodo

i—1
j=1
potem pa iz istih k1, ..., kg sestavimo metodo reda 5

6
Yn+1 = Yn T Z vVik;
i=1

In metodo reda 4

6
Ynt1 = Yn + Zﬁkz
i=1
Ocena za napako y;_; je potem kar y,41 — Y5 1 = Zle(% — )k,
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Runge-Kutta-Fehlbergova metoda

ki = hf(zn,yn)

ky = hf(zn+ 3hyn + 3k1)

ks = hf(zn+ 3h,yn + 55k + 55k2)

ka = hf(z,+ 2hyn + 5552k — 208ky + 220k5)

ks = hf(zn+ h,yn + 556kt — 8ka + 55ks — igka)

ke = hf(z,+3h,yn — oxki + 2ko — 3252ks + 559k, — 15ks)
Untl = YUn+ 15ck1 + Taeeks + ootk — 25 + =kg, napaka: O(h®)
Ynt1l = YnTt %]ﬂ + %k;{ + 21—811@1 — %k5, napaka : O(h°).

V naslednjem koraku vzamemo razmik qgh, kjer je € Zeljena natancénost

( Eh )1/4
q — * *
2|yn—|—1 — y’n—i-ll
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8.5 ResSevanje zacetnih problemov v Matlabu

Na voljo imamo vel funkcij. Ena izmed njih je ode45. Kili¢emo jo v obliki
[x,y]=0de4b5(fun,span,y0), kjer je fun ime funkcije yodv=fun(x,y), ki pri x in
y (lahko vektor) izracuna vrednosti odvoda iz diferencialne enaébe.

Zgled uporabe:

funcion yprime=fun(t,x)
yprime=-y-5*exp(-t)*sin(b*t) ;

tspan=[0 3]; yzero=1;
[x,y]=0de45(’fun’,tspan,y0)
plot(x,y,’*-=);

Ostale metode so Se 0de23, odel113, ode23s, . ...
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