Numeriéne metode-fiziki, 17. 6. 2019
Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseéi 100 tock. Uporabljate
lahko pisalo, kalkulator in dva lista formata A4 z zapiski!

Ime in priimek Vpisna stevilka
Naloga 1 [25 tock]

Naj bo L € R™" nesingularna spodnja trikotna matrika, U € R™ "™ pa nesingularna zgornja trikotna
matrika.

a) Opgite ekonomiéen algoritem za izracun vektorja z, kjer je Lz = U~ 'y in je y € R” podan vektor.
Utemeljite red casovne zahtevnosti algoritma.

b) Z algoritmom iz tocke a) izracunajte & = (UL) "y, kjer je
1 0 0 1 1 1
L=12 10|, U=[0 1 1| in y=][252214"
3 2 1 0 01

Resitev.

a) Ena¢bo Lz = U~y prepisemo v ULz = y, da se izognemo racunanju inverzne matrike. Ce pisemo
Lz = 2z, moramo reSiti sistema Uz = y in Lx = z. Ker sta matriki U in L trikotni, obakrat
potrebujemo O(n?) ¢asa. Skupna ¢asovna zahtevnost je torej O(n?).

b) Enakost z = (U L)_1 y prepisemo v £ = L~'U 'y, oziroma Lz = U~ 'y. Sedaj uporabimo algoritem
iz tocke a) in dobimo z = [3,8,14]7 in z = [3,2,1]7.




Naloga 2 [25 tock]

Funkcijo f(x) = cosz aproksimirate tako, da s polinomom stopnje kve¢jemu 5 interpolirate vrednost in prvi
odvod v tockah xy = 0, 1 = 7/2 in 29 = 7. Oznacimo dobljeni interpolacijski polinom s ps. Ocenite

Jmax, |f(x) = ps(z)|.

Resitev.
Interpolacijskega polinoma ni potrebno ra¢unati, saj je po izreku

FO©)

fla) — ps(a) =

w(z),

kjer je £ € [0, 7] in w(x) = 2%(z — 7/2)?(x — 7)%. Zato lahko ocenimo

1
_ L (6)
;g[gf;r]lf(w) ps(@)] < [ A8 max, jw(@)] -
Ocitno je
©) )| < 1.
Jnax, f (5)’ <

Maksimum drugega faktorja pa dobimo z odvajanjem. Enacba w’(x) = 0 ima resitve

- - - - 1
T0=0, T1=m/2, To=m, a5 =g (3:&\/§)7T.
Torej je
6
. (e)] = lw(@as)] = .
Koné¢no dobimo 6
T
—| < ~3.1x 1073,
Jnax (@)=l = G5 X



Naloga 3 [25 tock]

Naj bo
-2 1 0 0
1 -2 1 0
A= 0o 1 -2 1|’
0 1 a
kjer je a € R.

a) Za katere vrednosti a ima matrika A vse §tiri lastne vrednosti negativne?

b) Kaksen je lahko a, da ima matrika A natanko tri lastne vrednosti negativne?
Resitev. Za resitev obeh nalog bomo uporabli Sturmovo zaporedje. Iz naloge sledi, da je a; = —2 in b; = 1.
Izberimo A¢g = 0 in izra¢unajmo f,(0), r =0,1,2,3,4. Dobimo fo(0) =1, fi1(0) = —2, f2(0) = 3, f3(0) = —4
in f4(0) = —4a — 3.

a) Vse lastne vrednosti bodo negativne, ¢e v zaporedju { f,-(0)}2_, ne bo nobenega ujemanja predznakov.
Torej mora biti —4a — 3 > 0, oziroma a < —4/3.

b) Natanko tri lastne vrednosti bodo negativne, ¢e bo v zaporedju iz a) eno ujemanje predznaka. Torej
mora biti a > —4/3.



Naloga 4 [25 tock]

Zacetni problem drugega reda

y'(@) =—zy(z), y(0)=0, y'(0)=1,

resujete s trapezno metodo za sistem diferencialnih enacb

B P yn) + F st yoss)

Yn+l = Yn + 9

Dolocite numeri¢ne pribizke za y(0.5), y'(0.5) in y”(0.5), ¢e izberete h = 0.5.

Resitev. Enacbo drugega reda najprej prevedemo na sistem dveh enacb prvega reda: Y = [y, ]T in od
tod Y/ = [Y5, —2 Y 1]T. Tako dobimo

Y (0.5) =Y(0) + g ([Y2(0), —0Y 2(0)]" + [Y'2(0.5), —0.5Y1(0.5)]") .

Ker je enacba linearna, dobimo sistem dveh linearnih enacb za o =Y 1(0.5) in 8 = Y 2(0.5):

1 1
04—15—17
L +6=1
g4 TP

Resitvi sta o ~ 0.4848 in 8 ~ 0.9394. Torej je y(0.5) ~ 0.4848, 3/(0.5) = 0.9394 in y”(0) = —0.5y(0.5) ~
—0.2424.



