Poglavije 1

Naloge iz Matlaba

Naloga 1.1 Z Matlabom pretvori stevilo —1.6 v zapis s plavajoco vejico.

Naloga 1.2 (Numeri¢na stabilnost) Preveri, poisci taka  in y, da potrdis stabilnost/nesta-
bilnost izracuna:

(i). z = x> — 9>
(ii). z = (z —y)(z +y)
(ii1). V142 —1, ﬁ za maghne z,

. 2 _ 1 .
(v). Va2 +z — =z, /it za velike z,

2sin?(x/2) sin(x)
cos(x)

(v). tan(x) — sin(x), za maghne x.

Namig, kaj se zgodi, ko racunamo 1+ 10716 ali 10'7 4+10%4? Preveri v Matlabu. Ali znas pojasniti,
zakaj ne velja (1032 4 1016) == 10327

Naloga 1.3 Preoblikuj naslednje izraze, tako da bo njihov izracun numericno stabilen za x =~ 0.
Za podano vrednost x jih tudi izracunaj.

(i). exp(x) — exp(—x),r = 107°
(ii). 1 — cos(x),z =107

(’LZ’L) m,l‘ = 10_2

Naloga 1.4 Za vsak x¢ > —1 naslednje rekurzivno definirano zaporedje:
Tpiq = 271 (\/1 T2 ng, — 1)

konvergira k In (1 + x0 + %x%) . Vendar, ¢e v Matlabu poizkusis z xq = 4,

x = 4;
for n =1 : 100
x = 2"(n+1) *(sqgrt (1+x/2"n — 1);
end;
X

dobis popolnoma napacne rezultate. Pojasni problem in ga popravi.
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Naloga 1.5 Razisci gostoto predstavljivih stevil.
(i). Katero je najblizje predstavijivo stevilo 103%°,1,10730,1073002
7). Pomagaj si z ukazom eps v Matlabu? Lahko si funkcijo eps tudi narises.
9a) )
71t). Napovej najvecjo pozitivno in najmajse pozitivno predstavljivo stevilo v dvojni aritmetiki.
] najvecy Jmaj 9) ]

(iv). Preveri, ¢e ima$ prav. Ali se napoved ujema z realmin, realmaz?

Naloga 1.6 Uporabi bisekcijo za iskanje nicle enacbe x3+4z% —10 = 0 na intervalu [0, 2]. Narisi
graf napake (v logaritemski skali) kot funkcijo stevila iteracij. Kaj opazis?

Naloga 1.7 Uporabi bisekcijo za iskanje resitve enacbe tan(x) = 0, kjer je x med 1 in 2. Ali
dobis pravilen rezultat? Komentiraj?

Naloga 1.8 Poisci resitev enacbe x> — 3z + 2 z bisekcijo z zacetnima vrednostima —2.4 in 0,
tangentno metodo za zacetni priblizek —2.4 in sekantno metodo z zacetnima vrednostima —2.4 in
0. Narisi graf napake (v logaritemski in navadni skali) za vse metode.

Naloga 1.9 Kaj opazis, ¢e v prejsnji nalogi namesto tocke —2.4 uporabis tocko 1.2.

Naloga 1.10 Poisci resitev enacbe x> — x +3 = 0 z uporabo tangentne metode z zacetno tocko 0
in sekantne metode z zacetnima tockama 2 in 1. Narisi graf napake v logaritemski skali za obe
metodi. Kaj opazis?

Naloga 1.11 Resi enacbo xe™™ = 0 s sekantno metodo z zacetnima tockama 1.5 in 27 Kaj
opazis? Kaj pa, ce uporabis tangentno metodo z zacetnim priblizkom 27

Naloga 1.12 Resi enacbo arctan(z) = 0 s sekantno metodo z zacetnima tockama 1.5 in 1.6. Kaj
se dogaja? Ali je situacija drugacna, ce uporabis tangentno metodo z zacetnim priblizkom 1.4.

Ali lahko potegnes kaksen zakljucek? Veéino Ze pripravljenih skript lahko najdes na strani
http://www-lp.fmf.uni-1j.si/plestenjak/bor.htm izr. prof. Bora Plestenjaka.

Naloga 1.13 Preizkusi, kako dober je priblizek je Stirlingovo stevilo ne™"v/2mn za n!. Tabeliraj
n!l, pripadajoce Stirlingovo stevilo in aboslutno in relativno napako, za n=1,...,10. Kaj pa, ce
bi rad tabeliral samo napake za n = 1,...,10000. Kaj se dogaja z napakami?

Naloga 1.14 Pokazi, da ima enacba f(x) = x + acos(x) vsaj eno resitev za vsako realno stevilo
a. Uporabi bisekcijo za poseben primer, ko je a = 14, za zacetni tocki pa si izberes 14 in 16. Ali
znas oceniti, koliko iteracij je potrebno, da bo rezultat izracunan maksimalno natancéno v plavajoci
vejici?

Naloga 1.15 Za izracun nicle prejsnje metode uporabi metodo requla-falsi, ki je podobna biskeciji.
Pri metodi regula-falsi intervala ne razpolavljamo, ampak ga delimo v razmerju, da velja

ja—c| _ |f(a)
c—ol ~ [F0)



http://www-lp.fmf.uni-lj.si/plestenjak/bor.htm

Jia)
la—cl _ |fa)
le =Bl [fib)

]

a <

Ji) Preizkusi svojo metodo na naslednjih problemzih.
(i). Izracunaj © kot niclo enacbe sin(x) = 0 z zacetnima tockama 2 in 4.
(ii). Naslednji test je resitev enacbe © — e* = 0 za zacetnim intervalom a = —1 in b= 0.
(iii). Poisci vse nicle funkcije f(x) = x + 4 cos(z).

Naloga 1.16 Preizkusis lahko tudi zgleda s predavanj s tracnico in racunanjem stevila .
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Poglavje 2

Matlab, norme, linearni sistemi

Naloga 2.1 Z Matlabom poisci protiprimer, ki pokaZe, da

Noo(A) = | Dax |agj

ni matricna norma. Pomagaj si z generiranjem nakljucnih matrik. Ali ti uspe poiskati celostevilsko
matriko?

Naloga 2.2 Pet reaktorjev je povezanih s cevmi na nacin prikazan na spodnji sliki.

Jg = 4
0 =5 e "
—
A Ou = 2
e 1
Oy =86 .= 4 Oy =1 Q=9
= = = .
cg = 20 £y Cs Ty
Q" =2 {.)IL = B
2, =3
Q=7 ==
= — e ==

Masni pretok skozi vsako cev izracunamo kot produkt toka (Q) in koncentracije (c). V ravnovesju
sta masni pretok iz reaktorja in v reaktor enaka. Za prvi masni reaktor dobimo enacbo:

Qoico1 + Q313 = Q15¢1 + Qr2c1.

Zapisi preostale mankajoce enacbe in jih resi v MATLABU. Kaj lahko poves o obcutljivosti
sistema?

Naloga 2.3 I$¢emo koeficiente polinoma p(x) = a1 + agx + - - -+ apx™ 1, ki na [0, 1] aproksimira
zvezno funkcijo f tako, da je napaka

= [ (@) - pla)da

5
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minimalna. Torej mora veljati gTE =0zai=1,...,n, kjer je
08 5 [ @)~ )
= x) — f(x))z" “dux.
Oa; 0 P
Definirajmo vektor
F a
Fg a
F=1. m; a=
Fr an

Od tod dobimo

1 .
Fi:/o f(:c)xz_ldx:/ (Zajmj Lyt 1) dﬁ—z / i 2d:c—]zlajz+]

Dobimo sistem s Hilbertovo matriko Hy, H;j = Zﬂ%l Kar je sistem Ha = F. Primer zan =15 je
11111
R O
T G O O
H-=|4 1 1 1 1
SO O |
1§01
5 6 7 8 9

Hilbertove matrike so primer zelo obcutljivih matrik. Pogojenostno stevilo Hs je recimo priblizno
4.766 - 10°, kar lahko izracunamo z ukazom cond v Matlabu. Pogojenostna $tevila matrik H,, hitro
rastejo. Narisi graf pogojenostnega stevila v odvisnosti od n. Za vsako stopnjo polinoma izracunaj
§e napako E in narisi njen graf, ce aproksimiras funkcijo sin(wx). Primerjaj dobljene rezultate z
oceno s predavany.

Izkaze se, da smo dobili obcutljiv sistem, ker smo vzeli standardno bazo polinomov stopnje n.
Za stabilno racunanje je potrebno vzeti ortogonalno bazo polinomov.

Naloga 2.4 Napisi funkcijo v MATLABu v kateri implemtiras Gaussovo eliminacijo z delnim
pivotiranjem (¢e uporabnik zahteva vrni tudi matriki L in U, ki tvorita LU razcep). Funkcija
naj vrne Se determinatno matrike in prepozna, ce je sistem blizu ‘singularnega’ (determinanta
blizu nic¢, tj. manj kot predpisana toleranca). A je to dober kriterij? Namig, velike digaonalne
matrike. Prva vrstic funkcije naj bo function [z, D] = GaussPivotDet(4, b, tol), kjer je
D determinanta in tol predpisana toleranca. Pri delnem pivotiranju je pivotna rast omejena z
271 ponavadi pa je O(n2/3). Testiraj svojo funkcijo na Hilbertovih matrikah, kaksna je pivotna
rast v tem primeru?



Poglavje 3

Plavajoca vejica

predznak (11 bitov) (52 bitov)

o J, eksponent e mantisa m
| [ |
L T T T T T  PP
g3 62 52 51 0

Slika 3.1: Plavajoca vejica

Zapis je oblike (—1)°(1.m)2¢71023 mantisa je v normalizirani obliki, eksponent je podan z
zamikom. Ve¢ lahko najdete na tej strani.

Naloga 3.1 (Vaje) Zapisi naslednja stevila v dvojni natancnosti:
(i). 2.71875,
(ii). —0.1,
(iii). 255.125.
Resitev.
(i). Stevilo najprej pretvorimo v dvojiski zapis. Lotimo se celega dela.

2 = 1x2+40
1 = 0x2+1

2 = 10(). Potem pa Se decimalni del.

0.71875 %2 = 1+40.4375
0.4375x2 = 0+ 0.875
0.875%2 = 1+0.75
0.75%x2 = 140.5
052 = 140


http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_floating-point_standard
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Torej je 2.71875 = 10.10111 (5. Ker iS¢emo zapis normalizirane oblike (—1)°(1 + m)2¢10%,
moramo Stevilo deliti/mnoziti z dva dokler ne dobimo 1.m. Torej 10.10111(5) = 1.01011 9 *2
in e — 1023 = 1. Dobili smo 0 = 0, m = 0101110...0, e = 100000000003).
N——
46

(ii). Stevilo pretvorimo v dvojiski zapis.

0.1x2 = 0+0.2
02%x2 = 0+4+0.4
04%x2 = 0+40.8
0.8x2 = 1+4+0.6
062 = 1+4+0.2
02%x2 = 0404
04«2 = 0+0.8
0.8x2 = 1+0.6...

0.1 = 0.0001100 = 1.1001100 % 2~4. Mantisa je dolzine 52, torej moramo na ustreznem
mestu odrezati. Dobimo o =1, m = 100110011010. Iz e — 1023 = —4, dobimo e = 1019,

11
torej je e = 01111111011. Zadnje Stevke v mantisi so take zaradi zaokroZevanja. Stevilo, ki

je najblizje 0. % 11001 1 , je 0. 11010. Tukaj * oznacuje preostale decimalke.

(iii). Stevilo pretvorimo v dvojiski zapis. Celi del:

255 = 2x127+1
127 = 2x63+1

3 = 2x1+41
= 0x241

255 = 11111111 y). Se decimalni del:

0.125%x2 = 040.25
0.25x2 = 0+0.5
05«2 = 140

0.125 = 0.001(3). Dobili smo 255.125 = 11111111.0012y. Premaknemo decimalno piko, da
dobimo normalizirano obliko. Dobimo 11111111.001(3) = 1.1111111001 27, Torej je 0 = 0,

m = 11111110010. ..0. Velja Se e — 1023 = 7, torej je e = 10000000110 ).
———

42

Naj bo z stevilo in fI(x) najblizje predstavljivo stevilo. Velja
fl(x) =x(146) in |J] < u,

kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka. Za predstavljivo stevilo velja fl(x) = x.



Naloga 3.2 (Vaje) Podan je tangens kota tan(a) = t. Poisci ucinkovito metodo za izracun
cos(a) in sin(a) brez uporabe arctan . Poizkusi se izogniti podkoracenju pri racunanju v premicni
piki. Kje nam podkoracenje prinese najvec tezav? Kaj se zgodi pri kvadriranju t = 27590 ¢
Matlabu?

Regitev. Spomnimo se trigonometri¢nih zvez 1 + tan? o = Coslg = in sin? o 4 cos? a = 1. Defini-
rajmo r =1+ t2, ¢ = % in s = v/1 — ¢2. Pri racunanju sin « bo lahko prislo do podkoracenja

pri majhnem t. Temu se izognemo na sledeci nacin

/ 1 rz2 —1 12 t
:\/1_ 2: 1_7: = = —
y ¢ r2 \/ r2 \/1+t2 r

kjer se izognemo rac¢unanju t. [

Naloga 3.3 (Vaje) Izracunati Zelimo vrednost funkcije f(x) = /14 x prix = %3, pri cemer
racunamo v premicni piki na pet decimalk natancno in z zaokroZanjem na najbliZje predstavljivo
stevilo. Za racunanje uporabimo prve tri clene razvoja f(x) v taylorjevo vrsto. Oceni celotno
napako in jo primerjaj z dejansko.

Resitev. Razvoj v taylorjevo vrsto je

o© /1 ] 1 1 1 1 1
Vitz=> (f)xl =1+ (i)m—l— <;>x2+ = 1+§x— §m2+ éfg(é‘)wg-
=0

Napaka pri numeriénem rac¢unanju je sestavljena iz neodstranljive napake, napake metode in
zaokrozitvene napake. Velja

D = D, + Dy, + D, in seveda |D| < |Dy| + |Dim| + | D-|.
¢ Osnovna zaokrozitvena napaka

Velja u=110"5=5-10"%in 7 = fI(&) = 101 - 0.76923.

¢ Neodstranljiva napaka
Namesto z z = {5 radunamo z Z = 0.07692, D,, = f(z) — f(). Velja

() = f@)| = [ (O)llz — 7| za ¢ med z in 7.

Ocenimo odvod

1 1
!
- - < Z
F@) =575 55
Tako dobimo oceno za
1
[Dn] < Slo =7 < Ju=75-5 1076

Toc¢na vrednost

1
Dy =114 35 - V1 + 10-10.76923 = 3.706 - 10~8.

¢ Napaka metode
Namesto vrednosti f(Z) racunamo ¢(T).

D = f(7) —g(7) = VITE— (14 37— 7)<

Toéna vrednost D,, = 2.8444788 - 105,



10

POGLAVJE 3. PLAVAJOCA VEJICA

e Zaokrozitvena napaka nastane zaradi zaokrozevanja med racunanjem.
Najprej moramo dolociti vrstni red racunanja, saj operacije niso ve¢ asociativne. Denimo,
da najprej izracunamo produkte in nato se ostalo. Poizkusi oceniti napako. Oceni se
celotno napako.



Poglavje 4

Numericna stabilnost

Algoritem je direktno stabilen, ¢e vrne rezultat, ki se malo razlikuje od prave vrednosti.
Ponavadi preverjamo relativno direktno stabilnost. Direktna absolutna in relativna napaka sta

y—glim L=
Yl

Algoritem je obratno stabilen, ¢e za izracunan rezultat obstajajo taki malo zmoteni podatki, da
iz njih s to¢nim izra¢unom dobimo izracunano vrednost. Obratna absolutna napaka je najmanjsi

|Az|, tako da velja f(z + Az) = y. Obratna relativna napaka je [8e]

|zl
Pri obratni napaki je izracunana vrednost enaka § = f(Z). Ce je funkcija f zvezno odvedljiva

v x, potem velja
5= f@)| = (@) = f@)] < |f(@2)]|z - =l

Ce f ni absolutno obé¢utljiva, bo pri majhnih vrednostih Az = |# — 2| napaka absolutno obratno
stabilne metode majhna in metoda bo absolutno direktno stabilna. Podobno velja za relativno
stabilnost in relativne napake. Vec ste povedali na predavanjih.

Naloga 4.1 (Vaje) Vrednost z = 2* — y? racunamo na dva nacina:
(i). z=2%—y?
(ii). z = (x —y)(z +y)

~

z—z|
||

Analiziraj algoritma. Oceni relativno napako . Ali je kateri od obeh algoritmov direktno/o-

bratno stabilen?

Resitev.

(). Imamo z =z xx —y*y, a=xxx(l+a), b=y*y(l+8), 2= (a—b)(1+~), kjer je
lal, |5, 7] < u, u je relativna natancnost. Sledi, da je

(1+61) (1+62)
t=a?(Ira)1+9) -2 (11 B)1+7).

Iz ocene 1 —2u+u? = (1 —u)? < (1+61) < (14 u)? = 1+ 2u+ u?, pri majhnem u dobimo
01,09 < 2% u. Ocenimo izraz

|z —z| = ]m251 — y252| < :c2|51\ + y2|5g| < 2u(x2 + y2).

11
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Torej velja ocena:

> 2, ,2
zZ—z x
Z-2 gty
EREE
Ocena je smiselna. Najlazje to vidimo tako, da izberemo §; = u, do = —u. Iz tega vidimo, da

ta algoritem ni direktno stabilen, saj lahko pri x in y, ki sta si blizu, dobimo veliko napako.

Algoritem je obratno stabilen. Ce definiramo Z = x/(1 + 01) in § = y/(1 + 82), ki sta

blizu x in y, ter predpostavimo, da je racunanje to¢no, dobimo zmoten izraz z = 1:2 — 7%

. Oglejmo si §e z = (z — y)(z + y). Definirajmo @ = (z — y)(1 + @), b= (z + y)(1 + B) ter

Z=ab(1+7), Kjer je |al,|8], |7] < u. Izraz je enak
(1+9)

z=(x—y)(z+y) 1+a)1l+5)(1+7),

kjer s podobno oceno kot v prejsnji tocki dobimo |§| < 3u. Torej velja ocena |z — z| < 3ulz|.

Na koncu dobimo [z NEN 2| < 3u. Algoritem je direktno stabilen. Prav tako je obratno stabilen,

iskana zmotena x in y sta recimo: T = /(1 +9), ¥ = y/(1 + 9).



Poglavje 5

Nelinearne enacbe

Naloga 5.1 (Vaje) Za funkcijo f(x) = x®+1 naredi korak bisekcije in tangentne metode. Vzemi
a=z9=-09inb=-1.2.

Resitev. Korak bisekcije je f(a) = f(—0.9) = (=0.9) + 1 = 0.271, f(b) = f(-1.2) =
(-1.2)3 4+ 1= —0.728, sign(f(a)f (b)) = —1. Zato lahko izvedemo korak bisekcije. Nadaljujmo:
c=(a+0b)/2=-1.05, f(c) = (—1.05)3 +1 = —0.157625, sign(f(a)f(c)) < 0, torej vzamemo
b = c. To ponavljamo.

Za korak tangentne metode potrebujemo odvod f’(z) = 3x2. Izrac¢unajmo

f(xo) (0.9 +1 .
=20 — =—-09—- —F—— =1,0115.
T (o) 3(-0.97 7
Bisekcijo in sekantno metoda uporabljam takrat, ko ne poznamo odvoda ali pa je racunanje
odvoda zahtevno. [

Izrek 5.1 Naj bo a koren enacbe x = g(x), naj bo g zvezno odvedljiva na I = [ — d, v + d] in
naj velja |¢'(x)] < m <1 za vsak x € I. Potem za vsak xo € I zaporedje

Tr41 = g(xT)a r= 07 17 T

konvergira k o in velja ocena za napako

|z, —al < |z — zp_1].
Izrek 5.2 Imamo zacetno tocko xq in interval I = [zo—d, zo+d]. Ce velja |g(x)—g(y)| < m|z—y|
zam <1 in|g(xg) — x| < (1 —m)d, potem zaporedje x, konvergira k « in velja f(a) = 0.

Izrek 5.3 (Banachovo skrcitveno nacelo) Naj bo M poln metricen prostor in g : M — M. Tedaj
obstaja natanko ena negibna (fiksna) tocka preslikava g, t.j. taka tocka a € M, da je g(a) = a. Ce
je xg € M poljubna tocka, tedaj zaporedje x,+1 = g(x,) konvergira k a. Primer polnega metricnega
prostora v R je zaprti interval.

Naloga 5.2 (Vaje) Za katere zacetne priblizke je navadna iteracija za resevanje x = g(x), kjer
je g(x) = —12 + 8z — 22, konvergentna? Kam konvergira zaporedje x,11 = g(z,) ? Kaksen je
red konvergence? Kje nam konvergenco zagotavlja izrek (Banachovo skréitveno nacelo) ? Namig:
zacetne priblizke i$¢i na intervalu.

13
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.
[xs]
[Ty
I
(8]
o
-l

Slika 5.1: Koraki iteracije

Resitev. 1z slike preberemo, da je kandidat za obmo¢je konvergence interval 3, 5]. V naslednjih
tockah bomo pokazali, da je ta interval res dobra izbira.

().

(iv).

Pokazimo, da velja: x, < 3 = x,4+1 < x,. Za take zacetne priblizke bomo imeli divergenco.
Oglejmo si x, — z,41 in pokazimo, da je izraz pozitiven. Izracunajmo

Ty — Tpy1 = T — g(x,) = 2p — (=124 82, — 22) = 12 — T2, + 22 = (2, — 4)(z, — 3).

Zadnji izraz v enakosti je v primeru x, < 3 strogo pozitiven.

. Velja tudi: zg > 5 = z1 < 3. Spet dobimo divergenco. Oglejmo si izraz 3 — x1, to nam da

3—x1 =15 —8x¢ + 28 = (z9 — 5)(xo — 3) > 0.
Poleg tega velja |z,41 — 4] < |z, — 4| za z, € (3,5). Izrac¢unajmo
|2p1 — 4] = | — 12+ 8z, — 22 — 4] = | — 16 + 8z, — 22| = (z, — 4)?, (5.1)

ker je x, na (3,5), sledi |z, — 4| < 1 in potem |z, — 4|?> < |2, — 4].Vidimo, da velja tudi
|z, — 4] = |zo — 4/*", kar Ze zagotavlja konvergenco. Zvezo dobimo z zaporedno uporabo

enacbe ([5.1)).

Za robne tocke velja g(3) = g(5) = 3.

Nasi mozni resitvi sta 1 = 4 in x9 = 3, x2 dobimo samo v primeru robnih tock, kar je prakti¢no
nemogoce. Zato si oglejmo red konvergence za okolico nic¢le x1 = 4. Spomnimo se, da velja:
metoda je reda p, natanko takrat ko ¢/(z1) = --- = g~V (z1) = 0 in ¢g® (x1) # 0. Odvod je
g (x) = 8 — 2z, torej je ¢'(4) = 0. Red je vsaj kvadrati¢en. Drugi odvod je enak ¢"(z) = —2.
Torej je red kvadraticen.

Izrek nam konvergenco zagotavlja na intervalu, kjer velja |¢'(x)| < 1. Torej mora veljati
|8-2x|< 1, to pa je 3.5 < x < 4.5. Izrek nam da torej le potreben pogoj, iterativna metoda pa
lahko konvergira se na ve¢jem intervalu. [
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Naloga 5.3 (Vaje) Iscemo resitve enacbe f(x) = 2° — 10z + 1 = 0. Za iteracijsko funkcijo

izberemo g(x) = migl. Ali nam izrek zagotavlja konvergenco za xg = 07 Oceni napako drugega

priblizka.

Regitev. Za odvod mora veljati |¢'(z)] < m < 1. Kar je ]%\ <1, |z| < V2 = 1.1892.
Torej imamo za g konvergenco. Napako drugega priblizka bomo ocenili s pomocjo formule
|z, — a| < 17|z, — z,—1]. Oceniti moramo Se m, izberemo si interval [0, 1}, kjer je funkcija
skréitev. Vidimo, da velja m < % = 0.5. Imamo z; = 0.1, z5 = 0.100001 in

0.5

—al < 1 1—0.1/=8-107°5.
|29 a]_1_0.5\0 00001 — 0.1 = 8- 10

Ce ho¢emo uporabiti izrek izberemo recimo interval [—0.2,0.2], kjer je d = 0.2. Na tem
intervalu ocenimo m < % < 0.0008. Poleg tega velja tudi |g(0) — 0| = 0.1 < (1 — 0.0008)0.2.
Vsi pogoji so izpolnjeni. [

Tangentno metodo dobimo, ¢e za naslednjo tocko v iteraciji vzamemo presecéisce tangente na

funkcijo f z osjo x. Tako dobimo z, 41 = g(z,) = 2, — f'((a;:))'

Izrek 5.4 Za tangentno metodo velja naslednji izrek. Naj velja f(a) = 0 in naj bo o m-kratna
nicla. Ce je m = 1, je konvergenca vsaj kvadraticna. Ce velja se f"(a) = 0, je konvergenca
kubicna. Ce imamo veckratno niclo m > 2, velja lim, o ¢'(z) =1 —1/m.

Resitev. Na vajah smo ubrali drugo pot do resitve, ki ni bila preveé pregledna. V tej resitvi
je predstavljen preglednejsi dokaz z uporabo pravila L'Hopital.
Dokazali bomo samo drugi del izrek, saj je prvi enostaven. Ce je o m-kratna ni¢la funkcije

f, potem po definiciji obstaja [ # 0, da velja lim,_,, (xf_(zgm = [. Po L’Hopitalu dobimo
limg o % = [, saj gresta imenovalec in Stevec proti 0. Najprej pokazimo, da velja

limg o x — f,((i,) = «. Zadosti bo, da dokazemo lim,_,, % = 0. Imenovalec in Stevec delimo z

(r — a)™, dobimo

G !
. T—o)™ .
o) = e ) =0
m(z—a)m—1
Izra¢unajmo se limito odvoda:
f(z) f(x)
x— 74 —g(a) T — 4k —«
J(0) = lim 7@ i L TE Ty @
T—a T — T—a T — T—a f’(x)(x — a)
Nadaljujmo
f(z)
TR ) B S TN o) Loyt
T f’(x)(;g — a) T=a f'(z) ml m
m(z—a)m—1
]
Naloga 5.4 (Vaje) Poisci red konvergence iterativne metode x,41 = g(x,) = gij}: za iskanje

korena /a, kjer a # 0. Pokazi, da je konvergentna za vsak xg > 0.
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Resitev. Odvod je enak

, 22 4 3a —62(2% + 3a) + 22(32% + a)
g (x) = B) T 2 2
322 + a (322 + a)

3% 4+ 10az? + 3a® — 16az?  3(z* — 2az? + a?) (22 — a)?

(322 + a)? B (322 + a)? (322 4+ a)?’

velja torej g(v/a) = ¢'(v/a) = 0. Izra¢unajmo Se drugi odvod

4a(x? — a) (322 + a)? — 122(2? — a)?(32% + a)

9,/(93) =3 (322 4 a)*

_ 12z(2? — a)(32® +a — 32?4+ 3a) _ 48ax(2® — a)
N (322 + a)? - (3z2+a)?

Izra¢unajmo Se tretji odvod

48za 2 96a®> 3

M) = 0Ty @) O, = 2 2 4,
9@ = Gy 2@ —a) Dleevam g =5, 7

Metoda je torej reda 3. Poglejmo si razliko g(z,) — /a:

22+ 3a

a3 4 3az, — 3x2v/a —av/a  (z, —/a)?
3z2+a B '

3z2+a 322+ a

g(xr)_\/&:x< >_\/a:

Tako velja

Za 0 < xy < y/a lahko ocenimo

To —\a
/323 +a

Za g > +/a pisimo xg = \/a + yo in izraéunajmo

z0 —a Yo <P —1/V3< 1.

m':|¢4ﬁ3y3+my0 3

Tako ugotovimo, da ostanki po absolutni vrednosti strogo padajo proti 0. [

Naloga 5.5 (Vaje) Doloci vse polinome cetrte stopnje z vodilnim koeficientom 1, pri katerih se
tangentna metoda veda takole:

e v blizint o ima linearno konvergenco,
o v blizini —a ima kubicno konvergenco.

Doloci se preostale nicle polinoma in red konvergence v njihovi bliZini.
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Resitev. Spomnimo se, da je v blizini enostavnega korena konvergenca vsaj kvadrati¢na.
Ce je prvi odvod enak 0, je konvergenca kubi¢na. V primeru veckratne nicle je konvergenca
linearna. Iz tega ugotovimo, da je a vsaj dvakratna nic¢la in —a enostavna nicla. Polinom je
oblike p(z) = (z + a)(x — a)?(x — d), kjer je d neznana ni¢la. Uporabimo formulo

n n ) »
(f(@)g(x))™ =3 <Z> FO(@)g" ) (@).
i=0
Dobimo
p'(x) = 2(x — @)* + 4(z — a)(z — d) + 4(z + a)(z — d) + (z — a)(z + a).
Ce ho¢emo, da bo konvergenca kubi¢na, mora veljati p”(—a) = 0. Vstavimo —a:
p'(—a) =2(—a—a)? +4(—a—a)(—a—d)+0+0=8a(a+a+d) =0,

iz ¢esar dobimo d = —2a. Nicla —2«a je enostavna, konvergenca je vsaj kvadrati¢na. Izra¢unajmo
Se vrednost drugega odvoda v —2a:

P'(—2a) = 2(—2a — @)? + 04+ 0 + (—2a + a)(—2a — a) = 30a? # 0.

Konvergenca v —2a je kvadrati¢na. [

Naloga 5.6 (Vaje) Nastavi Newtonovo metodo za resevanje sistema:

filz,y) = 2° =3y’ +1=0,
fo(z,y) = 32y —y*=0.

fi

Velja F = [fg

]. Izracunajmo
JF — Nz J1y _ 3x2 — 3y? —6zy '
Jaz  Joy 6xy 322 — 3y
Resitev. Na vsakem koraku resimo:

322 —3y? —6x,y,
62,y 3z2 — 3y?

Az,
Ay,

_ 3 — 3w,y + 1
3a7yr —y;

Izracunamo x,+1 = z, + Az, in yp41 = yr + Ay,. To ponavljamo za r =0,1,... L]
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POGLAVJE 5. NELINEARNE ENACBE



Poglavje 6

Matriéne norme

Matri¢na norma je preslikava ||.|| : C"*" — R*, za katero velja
(i) [[All = 0, [|A[[ =0 & A =0,

(ii). [[eAll = [af[|All,

(iii). [|A+ Bl < [|A[l +[|Bl],

(iv). ||AB|| < ||A4]|| - ||B||, submultiplikativnost.

Za poljubni matriki A in B in poljuben « € C.

Naloga 6.1 Pokazi, da je

A
1Al = sup ||Ae]| = sup 1421
[ z£0 |||

matricna norma. Tukaj je ||.|| poljubna vektorska norma.

Resitev. Oc¢itno velja ||A|| > 0. Ce velja ||A|| = SUp)|g|=1 ||Az]], sledi da je Ay = 0 za vsak y,
torej je A = 0. Velja tudi

|laAll = sup. l|aAz|| = sup. |al[|Az|| = |af sup [[Az]| = [all|A]].

[|z]|= z||= z||=1
Podobno izracunamo

A+ B|| = sup [[(A+ B)z|| = sup [[Az+ Buz|| < sup ([[Az||+ [[Bz|])

l]|=1 l2]|=1 2] |=1
< sup [[Az||+ sup ||Bz|| = [|A||l +[|B]].
lz]|=1 EE

Lotimo se $e zadnjega pogoja, definirajmo se y = Bzx.

[(AB)z]|

1B = sw [[(ABjal| = sup  WEDE|Ba
|lz[[=1 l2l/=1,Bz0 || B]]
= s a1
lell=1y=Beyzo  \llYll
< s (A(E) I s B
[2]|=1,y=Ba y#0 Hyll ll2ll=1

= sup A=2—||-||B|| < sup ||Ay||-||B]|
lel|=1y=Bzy#0  |Yll llyll=1

= [[All- I BIl-

19
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Dokaz je krajsi, ¢e upostevamo definicijo norme in ugotovimo, da velja ||Az|| < ||A||||z||— S
tem smo koncali. Upostevali smo, da je supremum vsote pozitivnih Stevil manjsi od vsote
supremumov. To prav tako velja za mnozenje. Zadnji neenacaj dobimo, ker je supremum po
vecji mnozici kvecjemu veéji. n

Naloga 6.2 (Vaje) PokaZi naslednje.

a) Dokazi, da

Noo(A) = | Dax |agj]

ni matricna norma.
b) Dokazi, da velja ||Al|% = sl(AHA) = 31 | Ni(AH A), kjer so \; lastne vrednosti AT A.

Resitev. a)
Da so prve tri lastnosti matriéne norme izpolnjene hitro preverimo. Matrika ima normo nié,
natanko takrat ko je njen najvedji element po absolutni vrednosti enak 0. Ce matriko mnozimo
s skalarjem, se najvecji element matrike mnozi z absolutno vrednostjo tega skalarja. Pri tretji
lastnosti uporabimo trikotnisko neenakost in dejstvo, da je maksimum vsote pozitivnih Stevil
manjsi od maksimuma Stevilih vsote po posameznih Stevilih. Definirajmo matriki A in B takole

11 11 2 2
S R (I ]

Velja Noo(A) = 1, Noo(B) = 1, Noo(AB) = 2. Veljati bi moralo Noo(AB) < Noo(A)Noo(B),
vendar 2 £ 21. Submultiplikativnost ni izpolnjena. Alternativna moznost je, da take matrike

poizkusimo poiskati v Matlabu z ukazom randi, ku generira celostevilske naklju¢ne matrike
b)
Za B = A" A velja by = Y.0_, Griari = > r—q |axs|®. Tako za sled B dobimo

n n

sled(ATA) =3 <Z |aki|2> = || Al
i=1 \k=1

Matrika AH A je simetri¢na, torej se da diagonalizirati. Podobna je matriki z lastnimi vrednostmi

na diagonali. Sled podobne matrike je enaka sledi prvotne matrike, tako dobimo ||A||% =

sl(AFA) =3 \(AF A). n

Naloga 6.3 (Vaje) Pokazi naslednje:

a) Z=lIAllr < [|All2 < [|Allp
b) Z=llAllse < [|All2 < v/nllAll

¢) Z=lIlAllL < |All2 < v/l Al

d) Noo(A) < [[A]l2 < nNoo(A)
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Resitev. a)
Vemo, da velja

[A]l2 = max /Xi(AHA) = 01 (A) in ||A[[f: =3 Ai(A7A).
i=1,....,n =

Lastne vrednosti A7 A so nenegativne, saj velja < A Az, x >=< pz,x >= u =< Az, Az >> 0,
\; = 2. Razporedimo jih v zaporedje 03 > 05 ... > 02 > 0. Pozitivni koreni teh lastnih vrednosti

o1 > o2 > ... > 0 so singularne vrednosti matrike A. Oc¢itno je ||A||2 < ||4||r, saj je ||A]|2
enaka o1(A), kar je najvecja singularna vrednost matrike A. Poglejmo si ||A||% = Y1, 02 <
no? = n||Al|2, kar pomeni ﬁHAHF < ||A]]2. Neenacaj dobimo, ker je o1(A) najveéja singularna
vrednost.

b)

Za vektorske norme velja

|2lloc = max |z] < \/Il‘1|2 + ozl = lzll2 < | fnmax |zl = Villz||e,
1<i<n 7

to je ||z]leo < ||z||l2 € V/nl|7||oo- Razmisli zakaj neeneakosti drzijo, vsi sklepi so enostavni. Iz

tega dobimo

|| Az]]2 V|| AZ||o
Ally = max < max ~——————= = /n||A
in
|| Az(] || AZ||oo

> max

1
> g o = |
lell = =20 Vallells — v

[ Alloo-

)

Velja ||A|l1 = ||AT||oo in ||Al|2 = ||AT||2. 1z tega Ze sledi neenakost.

d)
HA[l2 < |Allr = D a2 < [n? H}é}ﬂaijlz = nrfll%XMij’ = nNoo(A).
i?j ’ ’

Iz a) vemo
Za drugi del neenakosti upostevamo a;; = el-TAej. Rac¢unajmo

[14e;ll2
laij| = lei Aej| < [lesllzl|Aej|lz = “—r= < [|A]]2.

llejllz

Prvi neenacaj dobimo po Cauchy-Schwartzovi neenakosti, zadnjega pa po definiciji norme ||A||s.
]

2 -1 3
Naloga 6.4 (Vaje) Izracunaj || |1, || llos || ||F|| 2a | 5 4 1| in oceni || ||2.
-2 -1 2
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Resitev. Izracunajmo

Al = max{|2]+[5]+|=2[, [ =1+ [4]+[ = 1], B[+ [1]+ 2]} =9,
Alloo = max{|2] + [ —1[+[3], [5] + [4] + [1], [ = 2[ + ] — 1| +[2]} =10,
NAllF = VA+1+9+25+16+1+4+4=1/65=8.06226.

Ocenimo || 4|2

1
EHAHF <||All2 < |Al|lr = 4.65475 < ||A||2 < 8.06226
1
—=lAlloo < 11A4]l2 < V3||Alle = 5,7735 < ||A||2 < 17,3205
V3
1
ﬁuAul <||Alla < V3||A]i = 5,19615 < ||A[]2 < 15, 58846

Neo(A) < [|A]l2 £ 3Nwo(4) = 5 < ||A[|2 < 15.

Skupaj dobimo oceno 5.7735 < ||Al]2 < 8.06226. BoljSo oceno dobimo, ¢e poskusimo oceniti
spektralni radij matrike

2 5 —2|[2 -1 3 33 20 7
B=A¥A=1|-1 4 —-1||5 4 1|=120 8 -1
3 1 2| |-2 -1 2 7 -1 14

Za vsako lastno vrednost in vsako normo velja A\;(B) < ||B|r = 50.0899. Vemo, da velja

I|A|l2 < +/||B||F = 7.0774.

Oceno navzdol dobimo, ¢e upostevamo ||Al|s = ||AT |2 in ||Ae;|2 < [|A]l2]les]|2 = ||A]|2, zadnja
enakost sledi iz definicije matriéne norme. Vektorji Ae; so ravno i-ti stolpci, ATe; so i-te
vrstice. Norme vrstic so 5.7446, 4.2426,3.7417. Norme stolpcev so 3.7417, 6.4807, 3. Torej
dobimo ||A||2 > 6.4807. Kon¢na ocena je 6.4809 < ||A|l2 < 7.0774. Ukaz iz Matlaba vrne
norm(A) = 6.9044. V Matlabu preizkusi Se, ¢e smo tudi druge norme izrac¢unali pravilno. [

Naloga 6.5 Matricna norma ||.||ar je usklajena z vektorsko normo ||.||v, ¢ée za vsako matriko A
in vsak vektor x velja ||Az||v < ||Al|m]|z||v-
Dokazi:

a) Za vsako matricno normo ||.||pr obstaja taka vektorska norma ||.||v, ki je z njo usklajena.

b) Za vsako lastno vrednost matrike A in za poljubno matricno normo velja ocena |A(A)| <

Al az-
c) Velja [|Al[7 < ||All1]|Allso-
Regitev. a)

Imamo matri¢no preslikavo ||.||as. Naj bo M preslikava, ki vektorju z priredi matriko M(z) =
{x 0 ... O} . Definirajmo vektorsko normo ||z||y := |[M(z)||ps. Tako dobimo

||Ax\|vz|\[Aa; 0 ... o}HM:HA[x 0 ... O]H

<[JAllmll [Az 0 .. 0] llar = l|Al|ul 2]l
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b)
Naj bo A lastna vrednost, Av = Av. Po tocki a) obstaja vektorska norma, ki je usklajena z

matriéno. Tako sledi
IAl[vllv = [|Avllv = [[Av[lv < [|Al[arllv]lv,

kar pomeni, da velja |A| < ||A4]|a-

)

Vemo, da je ||A||3 najvecja lastna vrednost matrike A A. Iz b) dobimo

14113 < 147 Alloo < 1A ]loo][Alloo = [|A][1]]Alloc-

Naloga 6.6 Izracunaj ||All1, ||A|lco, ||A||lF in ¢im natancneje oceni ||All2 na obe strani, ce je

[ —Qi,i:L 2,...,77,
Aiy1: = am~+1:n—i,z’:1, 2,...,n,
drugt elementi so enaki 0.
-2 n-1
n—1 —4 n-—2
A= n—2 —6
1
1 —-2n

Upostevaj, da velja
“l, (n—1n@2n-1)
‘= .
. 6

i=
Resitev. Pri ¢ = 1 dobimo za vsoto absolutnih vrednosti v stolpcu n + 1, kar oc¢itno ni
maksimum. Izra¢unajmo

|Ali = max{|—2i|+n—i|+n—i+1]} =max{2i+n—i+n—i+1}
i#1 i#1

= max{2n+ 1} =2n+ 1.
i#1

Ker je matrika simetri¢na velja ||Al|; = HAHHoo = ||A||ss = 2n + 1. Frobeniusova norma je
n n n—1
—1n2n -1
AR =3 @) 25 P =63 2 4 an? = 6" >n6< n=1) 2
i=1 i=1 i=1

n(n —1)(2n — 1) +4n? = n(2n® — 3n + 1) + 4n? = 2n3 + n? + n.
Poglejmo si ocene za drugo normo

1
— < <
\/ﬁ”AHF <[[All2 < ||Allr =

2n3 +n2+n <||All2 <V2n3+n2+n
1

1
\/ﬁl\Alloo < [l All2 < VnllAlle = —=(2n +1) < [|All2 < Vn(2n + 1)

NG

Noo(A) < ||Al]2 € nN&(A) = 2n < [|A]]2 < 202
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Upostevamo Se, da velja ||A]|3 < ||A]]1]|A]|s- Iz tega dobimo
1AlI3 < (2n+1)%,
kar pomeni ||Al|2 < 2n + 1. Za drugo normo smo dobili oceno

on < ||A|l2 < 2n + 1.



Poglavje 7

Resevanje linearnih sistemov

Pogojenostno stevilo matrike, cond(A) = ||A]|2||A™!||2 nam pove kako obéutljivo je reSevanje
sistema. Da lahko dobimo poljubno obcutljive matrike v praksi, pokaze naslednja naloga.

Naloga 7.1 Is¢emo koeficiente polinoma p(x) = a1 + agx + - - - + a,x™ 1, ki na [0, 1] aproksimira
zvezno funkcijo f tako, da je napaka

E = / (z))%dx

minimalna. Torej mora veljati g—i =0zai=1,...,n, kjer je
OF 1 ~
o =2 | 0@ = f@)ade.
Definirajmo vektor
F ay
Fy as
F=1. m;, a=
F, an

Od tod dobimo
1
F = i—ld:/ 11 g — /H—j?d_
/Of(m)x x (E a;r x E x ]Ela32+]_1

Dobimo sistem s Hilbertovo matriko Hy,, H;j = Kar je sistem Ha = F. Primer zan =5 je

_1
itj—1°

Hs

O =T = [ =00 =0 =

O O = =00 =
00| =3[ O U s [ =
O 00| === =0t =

Il
(SN S e

Hilbertove matrike so primer zelo obcutljivih matrik. Pogojenostno stevilo Hs je recimo priblizno
4.766 - 10°, kar lahko izracunamo z ukazom cond v Matlabu. Pogojenostna $tevila matrik H, hitro
rastejo.

IzkazZe se, da smo dobili obcutljiv sistem, ker smo vzeli standardno bazo polinomov stopnje n.
Za stabilno racunanje moramo vzeti ortogonalno bazo polinomov.

25
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Izrek 7.1 Naslednji trditvi sta ekvivalentni

(i). Obstaja enolicni razcep A = LU, kjer je L spodnje trikotna matrika z enicami na diagonali,
U pa nesingularna zgornje trikotna matrika.

(ii). Vse vodilne podmatrike A(1: k,1: k) so nesingularne.

Algoritem 1: LU razcep brez pivotiranja

for j=1,...,n—1do
fori=1,...,ndo
L G,
'L]—@y
for k=j5+1,...,ndo
iy = Qi — lijajp;
end
end

end
Stevilo operacij je %ng +0(n?).

Izrek 7.2 Ce je A nesingularna, potem obstaja taka permutacijska matrika P, da obstaja LU
razcep PA = LU.
Algoritem 2: LU razcep z delnim pivotiranja
L=0;
pP=1I;
forj=1,....n—1do
Poisci |agj| = maxj<p<n [ap;;
Zamenjaj vrstici ¢ in j v L, A in P;
fori=3j,...,n do

o Gy,

i ay

for k=35+1,...,ndo
ik = @ik — lijaj;

end

end

end
Stevilo operacij je %n?’ + O(n?).

Naloga 7.2 Z LU-razcepom brez pivotiranja resi sistem Ax = b, kjer je

2 3 —4 ~11
A=|-6 —11 13|, b= | 38
4 0 -8 ~16

Zapisi matriki L, U in vektor y, ki ga dobis pri racunanju.

Resitev.
Lotimo se Gaussove eliminacije:

2 3 -4 2 3 -4 2 3 -4
-6 -1 13| —-({0 -2 1| =10 =2 1 |=U
4 0 8 0 -6 0 0 0 3
0 00 1 00 1 0 0
00 0l—=1{-3 00—=|-310|=L.
0 00 2 00 2 31
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Izracunamo lahko tudi v bolj kompaktni obliki. Zgornji trikotnik kon¢ne matrike vsebuje matriko
U, spodnji trikotnik brez diagonale pa matriko L brez diagonale. Upostevamo, da ima matrika L
na diagonali enice.

2 3 —4 2 3 -4 2 3 —4
-6 -11 13| —|-3 -2 1| —|-3 -2 1],
4 0 =8 2 -6 0 2 3 -3

zgornji trikotnik je U, spodnji trikotnik brez diagonale je matrika L brez diagonale.
Resimo sistem Az =b, L(Uz) = b, y = Ux.

Algoritem 3: Prema substitucija, Ly = b

fori=1,2,...,n do
Yi = by — 0 Ly

end
1 Y1 —11 Y = —11
-3 1 vl =381, ys =38+3-(=11) =5
2 3 1| |ys —16 y3:—16—2~(—11)—35:—9

Algoritem 4: Obratna substitucija, Uz =y

fori=n,n—-1,...,1do
Ty = q% (yi — k=it Uik Tk);

end
2 3 —4 1 —11 xr3 = 3
0 =2 1| |z|=|5], xm=750(-3=-1
0 0 -3||x3 -9 Ty =3(-1143+12) =2

T
Torej dobimo x = [2 -1 3] . [

Naloga 7.3 Sestavi ucinkovit algoritem za reSevanje sistema linearnih enacb

b 2L

Matrika B = LU je nesingularna matrika in ima podan LU razcep. Prestej stevilo mnozenj in
deljeny.

Resitev. Zmnozimo po blokih in dobimo

Ur—y =
LUxz+y) = b

Resimo drugi sistem in dobimo vektor z = Uz + y, kar nas stane n? + O(n) operacij. Ozna¢imo
Se w = Uz — y in izrazimo y = 3(z — w) = 3(z — a). Za izradun y porabimo O(n) operacij. Na
koncu resimo $e sistem Uz = a + ¥, za kar porabimo n? 4+ O(n) operacij. Skupaj smo porabili

2n% + O(n) operacij. n
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Naloga 7.4 Za matriko

N

Il
S O W
=
BN TS

naredi:
(i). LU razcep z delnim pivotiranjem,

(ii). LU razcep s kompletnim pivotiranjem.

Resitev. (i)Algoritem poteka takole. V stolpcu i poiS¢emo najvecji element, izmed aj;, j > i
po absolutni vrednostni. Vrstico najveéjega elementa in i-to vrstico zamenjamo v L, A in P.
Normalno nadaljujemo z Gaussovo eliminacijo. Na koncu velja PA = LU.

31 1] 6 17 6 1 7], 61 7
A=10 0 1/ S oo 1/%]Jo o 1 [0 12 -5/2|=U
6 1 7 31 1 0 1/2 —5/2 0 0 1

00 0] fooo0 100, 100 1 00
000 5000 %0 o0o0F[1200=11/210=L
000 000 12 0 0 0 00 0 0 1

L L A

010 ®lo1 o |1ool=pr

00 1 100 010

(ii)Algoritem poteka takole. V podmatriki A(i : n,i : n) poiSéemo najveéji element po absolutni
vrednostni, recimo da je to ag;. Da ta element spravimo na mesto (i,7) zamenjamo i-to vrstico
in k-to vrstico ter i-ti stolpec in k-ti stolpec. To naredimo tudi za matriko L. V P menjamo
samo vrstice, v () pa samo stolpce. Normalno nadaljujemo z Gaussovo eliminacijo. Na koncu
velja PAQ = LU.

31 1] Lo [r 16 T 6] 6 1 7 6 1
A=o o 1| "7 0 o] G o 1 5| H2 1—75?30%%:U
6 15 6
6 1 7 113 0o ¢ ¥ 0o & 1 o0 !
000 000 '100%3%3100 1 0 0
000 "0 0 o0&l 0o B |y ool S|y 1 ol=L
00 0 00 0 1/7 0 0 1/7 0 0 1/7 —2/5 1
100'13'001'23001
010 ®lo1oX|1o0o=pr
0 0 1] 10 0 010
100 0 0 1] 01 0
010301 0% o0 1]=0
00 1 1 0 0 100
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Naloga 7.5 Matrika A je tridiagonalna,

ar c1
b1 a2 ¢
A= b3
Cn—1
by an

o Kaksna je oblika matrik L in U v LU razcepu brez pivotiranja (s pivotiranjem)?
e Pivotna rast matrike je R = g, kjer je

— | in b= bes.
Gledamo koliko se lahko poveca najvecji element v matriki. Dokazi, da je pri delnem
pivotiranju za tridiagonalne matrike R < 2.

o Sestavi ucinkovit algoritem za izracun LU razcepa tridiagonalne matrike brez pivotiranja (s
pivotiranjem).

Resitev.
e Oblika matrik je naslednja:

1 (75} C1

lo 1
L= ) ) inU =
T i Un—1 Cn-1
1 i, Unp

o Najprej poglejmo, kaj se zgodi s prvima dvema vrsticama. Tako bomo dobili bazo indukcije.
Poglejmo si prve tri stolpce prvih dveh vrstic:

ar C 0
by az cg’
Imamo dve moZnosti. Prva je, da ne pivotiramo, torej velja |a1| > |b1] in zato je % <1.
Tako dobimo
a1 c1 0

_bh :
0 a9 a1 Cc1 C2
Druga moznost je, da pivotiramo. Ko zamenjamo vrstici, dobimo

b1 as C9
ar C 0 ’
Po koraku s pivotiranjem dobimo
b1 a9 C2
0 Cl—%ag —02%11 ’
Podobno kot prej velja |b1| < |a1| in zato je % < 1. Dokazimo, da so diagonalni elementi
manjsi od 2a, kjer je a najvecja absolutna vrednost elementov v matriki A. V prvem
primeru velja

b b
laz — —c1| < |az| + | —||e1] < 2a.
aq al
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V drugem primeru velja

ai

b1

ai
le1 — ——az| < |er] + |a||a2| < 2a.

Pokazima Se, da so izvendiagonalni elementi manjsi ali enaki a. V prvem primeru velja
la1] < a in |co| < a. V drugem primeru velja 0 < a in

al ai
—co—| < eal|]—| < a.
= eyl < el <a

Nasa indukcijska predpostavka je, da je v i-tem koraku v ¢-ti vrstici diagonalni element
manjsi od 2a, izvendiagonalni element pa manjsi od a. Imamo sledeco situacija za elemente

OO R

ap
bgz—i-l) agz+1) ng—i-l) )
kjer je bgiﬂ) = b;, ag”l) = @41 in cgiﬂ) = ¢;j+1. Poleg tega velja Se ]agi)| < 2a in cgi) < a.

Naredimo analogen sklep kot za bazo indukcije in s tem dokaz kon¢amo, saj potem velja
b < 2a.

Algoritem s pivotiranjem je prepuséen za domaco nalogo.

Naloga 7.6 Dana je nesingularna matrika A reda n skupaj z inverzno matriko A~'. Zapisi
algoritem za izracun inverzne matrike BY, ki je

kjer je u,v € R™, o € R.

Resitev. Naj bo

-1 _ C =z
[0

Zmnozimo po blo¢nih komponentah in dobimo

AC +uy” Az + Bu

A u||C =z
_l _ _
BB = [’UT a] [yt ﬁ} T WICH ayt vz +ap

:[fg ﬂ.

Dobimo sistem

AC + uy”
Az + Bu
v C + ay?
e +af =

I
— O O M~
NN NN
N N
S— N N N

~—~ /N

z

—~

Iz prve enacbe izrazimo C in ga vstavimo v 3 in 4 ena¢bo. Dobimo C' = A~' — A luy” =
A7 — 2yT inz = —p2.



Ko vstavimo v tretjo enacbo dobimo
v (A7 — 29T) + ay?
in
vl (=B2) +af = 1.

Iz zadnje zveze lahko takoj izrazimo
1

a—vlz’

6 =
Poglejmo se tretjo enacbo, sledi

vT AT — T2yt 4 oyt =0vTA7 4yl (@ —0T2) = 0.

31

Tako je
T UTA_l
Y S o
Napisimo se skico algoritma
(). z=A"1u nx (n¥,n—1+) = n?s,n? —n+[2n? —n ;
(ii). B:ﬁ (nx,n—14+,1—1/)]2n 4+ 1 ;

(iii). z = —pBz (nx,1=)|n + 1;
(iv). y = —BTA )T = —p(A=—HTy 12n% —n + 1;

(v). C= A"t —zyT (n?%,n%—)[2n2.

Skupaj imamo 6n? + n + 3 operacij.

Naloga 7.7 Poisc¢i razcep Choleskega za matriko

A=15 5 1 —u
3 8 —11 15
Kaj to pomeni za matriko A?
Resitev.
1 2 -2 3 Vi=1 1 0
2 8 -2 8 . 2/1 . 2 V8 —22=2
—2 -2 14 -1 —2/1 —2 1/2(-2—(-2-2))
3 8 -—11 15 3/1 3 1/2(8 = (3-2))
1 0 0
- 2 2 0
—2 1  JH—(—22-12=3
3 1 1/3(-11—-(3--2+4+1-1))
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Algoritem 5: Razcep Choleskega — A=V - VT V =?
for k=1,....,ndo
ok = \/ark — S0t vl
for j=k+1,...,ndo
‘ Vjp = ﬁ (ajk — Zi:ll Vjg - vm’);

end

end

1 0 0 0
2 2 0 0

T2 1 3 0 =V
31 =2 15— (F+12+(-2)?)=3

Matrika A je simetri¢na in pozitivno definitna, saj se je razcep Choleskega izvedel. ]



Poglavje 8

Problemi najmanjsih kvadratov,
predoloceni sistemi

bx

)

Naloga 8.1 Podane so tocke (x1,y1), (x2,Y2), --., (Tn,yn). Poisci funkcijo oblike f(x) = ae
ki se bo najbolj prilegala tem tockam. Uporabi metodo najmanjsih kvadratov.
Resitev. Is¢emo par (a,b), ki minimizira funkcijo

n

G(a,b) = Z(yl — ae’®i)?,

=0

Funkcija G ima minimum, ko so vsi parcialni odvodi enaki ni¢. Dobimo sistem

oG ” - -

%(aa b) = ZQ(% — ae” Z)(—eb 1) =0,
i=0

oG

%(a, b) = Z 2(y; — aebxi)(—aaciebxi) =0.

@
Il
=)

Kar je ekvivalentno resevanju sistema
fl(a, b) — Z(yl _aebmi)ebxi =0,
fa(a,b) = Z 2(y; — ae’®)ebi = 0.

Uporabimo Newtonovo metodo. Parcialni odvodi so enaki

%];1 _ ; o2bzi

% = éxieb“ (yi — 2ae"™)
% = - ; wi (")’

%);2 _ él‘%ebxi (y; — 2ae").

33
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Za
oo fi
J = g]% 83]% JF = I
Ba  Ob 2
regujemo sistem J(2,)Az, = —F(z,). Zacetni priblizek lahko dobimo prek linearizacije ae®® =

a + abz. Druga moznost je, da poisc¢emo a, b, tako da gre funkcija ez dve podani tocki.
|
Radi bi resili sistem Az = b, kjer je A € C™*™ matrika polnega ranga, x € C", b € C ter
m > n. Sistem v splosnem ni resljiv, zato minimiziramo normo ostanka ||Az — b||s. IzkaZe se, da
je tak x ravno resitev normalnega sistema AT Az = ATb.

Naloga 8.2 Merili smo tir delca, ki naj bi se gibal po paraboli.

1T
1 -1 I
2 0 %
3 1 113
4 2 B

V' blizini teh tock bi radi potegnili parabolo. Doloci njene koeficiente po metodi najmanjsih
kvadratov. Uporabi normalni sistem in ga resi z Gaussovo eliminacijo (po metodi Choleskega).

Resitev. Parabola naj bo a + bx + cz?. Dobimo

b
I

—_—f T
a — b + ¢ =1 1 -1 1 i
7 a 7
a+b+c:% 1 1 1 _%’
a + 2 + 4 = B |1 o2 4|l B
B
—~ =

kar je predoloen sistem Az = z. Iz tega dobimo normalni sistem A” Az = ATz = v. Izra¢unamo

4 2 6 8
B=ATA=12 6 8| inv=AT2= |4
6 8 18 16
Sistem resimo z Gaussovo eleminacijo
4 2 6 | 8 2 6 8 | 4 2 6 8 | 4
26 8 | 4/{—-|0 —-10 -10 | O = |0 =10 —-10 | O
6 8 18 | 16 0 -10 -6 | 4 0 0 4 | 4

Lahko uporabimo razcep Choleskega. Najprej izracunamo razcep Choleskega matrike B =
VVT in dobimo
2
V=115
3 V6 2

Y
—N—

Dobimo sistem V (VIz) = 2. 1z

2 Y1 8 21 + Oy2 + Oy = 8 Y1 4
1 V5 vl =14, w1 + VBys + Oys = 4 , dobimo |y2| = |4
3 V6 2| |w 16] 3y + VB2 + 2y3 = 16 ys 2
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Resiti moramo Se sistem VZz = 4, kar je
)

2 1 3 a 4
0 V5 V5| |b| =10
0 O 2 c 2
Resimo sistem in dobimo a = 1, b = —1, ¢ = 1. Parabola je 1 — x + 2. [

Naloga 8.3 Naj bo A € R™*™ kjer je m > n in rang(A) = n. DokaZi, da ima sistem
m n
m I A T b
n AT 0 T - 0
resitev, ki ustreza resitvi predolocenega sistema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov.

Resitev. Poglejmo kaj mora veljati za resitev sistema. Po blokih dobimo r + Az = b in
ATr = 0. Iz prve enacbe dobimo r = b — Az, kar vstavimo v drugo enac¢bo. Iz tega sledi

AT(b—Az) =0 ATh— ATAz =0 ATb= AT Ax.
Dobili smo ravno normalni sistem. ]
Izrek 8.1 Naj bo A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Potem obstaja enolicni QR razcep

A = QR, kjer je Q pravokotna matrika dimenzije m X n z ortogonalnimi stolpci, R pa zgornje
trikotna matrika s pozitivnimi diagonalnimi elementi.

fork=1,...,ndo

4k = Qk;

fori=1,...,k—1do
rik = ql ap(CGS) ali ryy = ¢l ar,(MGS);
k. = qk — Tik4i;

end

ik = ||qx|]2;

Gk = 7
end

Pri resevanju predoloc¢enega sistema si lahko pomagamo s QR razcepom. Boljsa je razlicica z
MGS. Dobimo, da moramo resiti sistem Rz = QTb. Boljse je narediti razsirjen QR razcep:

ae=v=[a ][] = [0 wa] [§ 2] | 7] etme - s

Iz ¢esar dobimo, da moramo resiti sistem Rx = z, maksimum pa je enak p.
Givensova rotacija R;; je matrika enaka identiteti povsod razen v i-ti in k-ti vrstici in preslika
i-to in k-to komponento vektorja x v vektorja y, ki ima k-to komponento enako 0.

Ty xp,
RE ([ K1, [i.]) = [ Ve wzﬂz] |

Tt Ve
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Naloga 8.4 Naj bo A zgornja Hessenbergova matrika (a;; = 0, i > k + 1). Zapisi algoritem za
QR razcep s pomocjo Givensovih rotacij in z njegovo pomocjo resi sistem Ax = b. Poleg tega Se
prestej stevilo operacij (korenjenja, sestevanja, mnoZenja). Matrike Q ti ni potrebno izracunati.
Kaksna je oblika matrike Q¢

Resitev. Givensova rotacija R;, spremeni samo i-to in k-to vrstico. Poglejmo si primer, ko je
matrika dimenzije 4:

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X x| RL X X X| RE X X x| RL X X X
A= hi 23 Y
X X X X X X X X X X
X X X X X X X
fori=1,...,n—1do
r= azzi—I—a%_i_l,i—|—n_1\/,2n_2*,n_1+;
= % —’— n —1%*]
5= "FR |- 1w ay =1
21 = bj;
2o = bit1;
bi=cz1+sz-|-2n—2%* n—-1+;
bit1 =—sz1+cz-]-2n—2*% n—1+;
for k=i+1,...,.n—1do
atk = a;p;
Qi = Cagk + SAiq1 ) -|- 2y " tm—im Y T e —i— ) 4+
Ait1,k = —S - aik + Caiy1,k —‘— 22::11(7171'7 1) *, Z;;ll("7i7 1) +;
end
end
Resi zgornje trikotni sistem Rx = b.
Vsota je enaka
n—1 n—2
) n—2)(n—1
Yn-i-n=y k=200
i=1 k=1
Matrika @ je zgornja Hessenbergova. [

T in predstavlja zrcaljenje

Householderjevo zrcaljenje je matrika oblike H = I — ﬁww
prek ravnine dolo¢ene z normalo w. Ce ho¢emo preslikati vektor 2 v £ke;, lahko to naredimo s

Householderjevim zrcaljenjem dolo¢enim z w = x + sign(x1)||x||2€1.

Naloga 8.5 S Householderjevimi zrcaljenji in QR razcepom resi linearni sistem

r1 + 6x9 + —2x3 = -7
2c1 + x2 + —2x3 = -—1.
2xv1 4+ 2x9 + 6x3 = 6

Resitev. Najprej transformiramo prvi stolpec

1+1-(3=1A1]l2) 4 1 1 -1 -2 =2
T T
w = 2 = (2 ,ww:24,P1:I—ﬁww 25 -2 2 -1},
2 2 -2 -1 2
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1 6 -2 -7 -3 -4 -2 -1
P21 -2 -1|=0 -4 -2 2
2 2 6 6 0 -3 6 9

Izracunajmo Ps:

45 3 4
Izra¢unajmo
1 0 0][-3 -4 —2 -1 -3 -4 -2 -1
0%4?’* 0 -4 -2 2|=|0 5 -2 -7
02 z]]0 =3 6 9 0 0 6 6
Iz Eesar dobimo x3 = 1, zp = =Lt = —1, gy = =224 = 1. -

Naloga 8.6 Izracunaj QR razcep matrike

1 -2 1
A=12 1 1
1 3 1
na razlicne nacine:
e s pomocjo MGS,

e s pomocjo Givensovih rotacij,

e s pomocjo Householderjevih zrcaljenj.

Resitev.

« Najprej normiramo prvi stolpec A, ||a;|| = v/1+ 4 + 1 = /6. Torej je

1/4/6

¢ = ar/|lam|| = |2/V6

1/V6
in 711 = ||a1|| = V6. V drugem koraku ortogonaliziramo drugi stolpec A as glede na
q1- Izracunamo as = as— < q1,a2 > q1. Velja < q1,a9 >= %. Tako dobimo ay =

T T

{—5/2 0 5/2} inrpp= %. Izra¢unamo ¢z = az/||az|| = [—1/\@ 0 1/\@} in rog =
||az|] = 5/v/2. Na koncu izra¢unamo $e az = az— < q1,a3 > q1— < ¢2,a3 > go. Dobimo

T
2 1 11 1
r3 =< qu,a3 >=2,/3, a3 =< q2,a3 >= 0, r33 = [[as]| = 75, az = {% 72 ﬁ} :

¢ S pomocjo Givensove rotacije

12
Vs 5
RL=|-2 L o
12 \/5\/5 )
0 0
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uni¢imo 2. element v prvem stolpcu:

752%01—21 V5 0 3/V5
-2 0|2 1 1=]0 VB —1/V5].
0 o 1/ (1 3 1 1 3 1

7, Givensovo rotacijo
V5/6 0 1/V6
RL=1 0 1 o0
—1/v6 0 /5/6

uni¢imo 3. element v dobljeni matriki. Dobimo

V5/6 0 1/v6] [vVE 0  3/V5 V6 V32 32+1/V6
0 1 0 0 V5 —1//5=]0 5 ~1/V5 .
-1/v/6 0 /5/6/ |1 3 1 0 15/2 —+/3/10 + /5/6

Uporabimo se rotacijo

1 0 0
RE =10 2/5 /3/5
0 —V3/5 V2/5

in dobimo isto matriko kot pri MGS, matrika Q = RisR13Ra3.

Singularni razcep matrike A = UXV™*, je sestavljen iz ortogonalnih matrik U in V. Matrika 3
je diagonalna, elementi na diagonali >; so ravno singularne vrednosti. S pomocjo singularnega
razcepa lahko definiramo psevdoinverz matrike AT = VETU*, kjer je

T n—r s n—r

o S0 L v | Stoo
SN N N LA
in S = diag(o1,09,...,0.). ReSitev predoloc¢enega sistema Ax = b, lahko izrazimo kot z = A*b =
r u?b
i=1 o, ’Ui.
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Lastne vrednosti in vektorii

Naloga 9.1 Gerschgorinov izrek.
Naj bo A € CV" in C; = {z € C;, |z — au| <3774 4 lai|} krog v kompleksni ravnini, za
it =1,...,n.. Vse lastne vrednosti matrike A lezijo v uniji krogov U}, C;.

Resitev. Naj bo x lastni vektor in A pripadajoca lastna vrednost. Poglejmo si enakost po
vrsticah.

Ay ) = Z aijT; = AT
j=1
Kar je ekvivalentno
n
Z Qi L5 = ()\ — Cl,u)l'Z
=1,

Uporabimo absolutno vrednost in ocenimo:

n n n
A= aiilleil =1 Y agagl < Y0 lagllzgl < lallo D lagl.
J=Lg#i j=Lg#i =L
Naj bo |zx| = ||7||eo. Ce postavimo i = k dobimo,
n
A—aml < Y0 lagl.
=L
Kar pomeni A € Cj. Iz tega ze sledi, da vsaka lastna vrednost lezi v uniji krogov. [

Naloga 9.2 Naj bo A € R™™™ diagonalno dominanina, tj.

n
|laii| > Z laij| za wvsak .
J=Li#i
Potem je A obrnljiva.

Resitev. Dovolj je pokazati, da so vse lastne vrednosti razlicne od 0. Fiksirajmo lastno
vrednost A. Po izreku lezi v vsaj enem krogu. Torej velja

n
A= aii| < |ai;].
J
=1

Ali je lahko A = 0. Ce bi bila, bi veljalo |a;| < > i=1,j2i |aij| < laii|. Kar je protislovje. Matrika
je res obrnljiva. [

39
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Posledica 9.1 Naj bo A € R™" simetricna, vse lastne vrednosti so realne. Vsak lastna vrednost

lezi v enem od intervalov
n

n
@i — > laglaa+ > lagll.
=Ly =Ly
Posledica 9.2 Velja |\ < ||A]|co-

Dokaza posledic sta preprosta in ju prepus¢am bralcu.

Naloga 9.3 Doloci obmocje v katerem se nahajajo lastne vrednosti matrike

10 4 1
A=|1 10 0.5
1.5 =3 20

Uporabi Gerschgorinov izrek.

Resitev. 1z prve vrstice dobimo |[A — 10| < 5. Iz druge vrstice dobimo |\ — 10| < 1.5. Iz tretje
vrstice dobimo |\ — 20| < 4.5. Oceno za obmocje lahko izboljsamo tako, da isto oceno naredimo
za AT in podobno matriko DAD™!, kjer je D diagonalna matrika. Vsako obmodéje je dolo¢eno z
unijo krogov. Lastne vrednosti se nahajajo v preseku vseh obmocij. [

Naloga 9.4 Naj bo matrika A € R™" in T njena Schurova forma. Velja zveza A = QTQY,
kjer je Q ortogonalna matrika in T zgornje trikotna matrika. Naj bo X enostavna lastna vrednost
matrike A. S pomocjo Schurove forme izracunaj pripadajoci lastni vektor.

Resitev. Za lastno vrednost in lastni vektor velja:

Az =QTQ"z = Mz
—
QTQ"z —AQQ"z =
QT = AHQ"x
(T —-M)QHz =
——

y
Ty = M\y.

/M-

Vektor y je lastni vektor za T. Lastna vrednost A = ¢;; je eden izmed diagonalnih elementov T.
Oglejmo si obliko

Al —ty; ok ok % * Y1
* ok %k * *
* * *
)\n —ly Yn
Enakost si oglejmo po blokih.
i—1 1 n—i
i—1 T11 — A T12 T13 U1 0
T—-X= 1 0 0 T23 Yo | = 0
n—i 0 0 T33 — M Y3 0
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Iz tretje bloéne vrstice dobimo (T35 — AI)ys = 0, kar nam da y3 = 0, saj je (T33 — AI) obrnljiva.
Iz druge blocéne vrstice pa dobimo T53ys = 0, kar nam ne da ni¢ novega. Iz prve bloc¢ne vrstice

dobimo enacbo o

(T — M)y + Thay2 + T3 75 =0,

iz ¢esar dobimo
(T — M)y1 = —Th2yo.

Ker je yo skalar, lahko izberemo ys = 1. Torej je

—(Tyy — N) 1T

Y= 1 =Q"z.
0
Seveda sistem resimo in ne racunamo inverza. Na koncu dobimo x = Qy. [

Algoritem 6: Poten¢na metoda

y = y(© zaletni priblizek ;

r=20;

while premajhna natancnost do
Yyt = Ay
yr D) =+ /)11 |, normirana varianta;
r=r-+1;

end

Naloga 9.5 Naj bo A € R"*™. [§¢emo dominantne lastne vrednosti s potencno metodo. Dokazi,
da vektorji po smeri konvergirajo k dominantni lastni vrednosti. Ali lahko izlus¢imo lastne vektorje
pripadjoce tem lastnim vrednostim? Obravnavaj naslednje primere.

e Dominantna lastna vrednost je ena sama, |A1] > |Az|.
e Dominantni lastni vrednosti sta dve, velja Ay = 1.
e Dominantni lastni vrednost sta dve, velja o = — ;.

Resitev. Primer |A1] > |Aq].
Naj bodo z1,z9,...,z, pripadojodi lastni vektorji. Zapisimo y(© = 7, ayz;. Velja y(7) =
> Al z;. Tako dobimo

y}gr-‘rl) = Ny gy + 7 Lo ai(35) N
2 .

ST [

y](:) D i1 QG Ty () ATy + Do Oéz(r) Ti(k)
Ker je |/’\\—;| < 1, velja
o
lim “*o =M
r—00 yk

in y(") konvergira k x; po smeri.
Primer A\ = \o.
Podobno kot prej dobimo
y,(fﬂ) o @y + 2Ty + Xiis (3t L) ATk
y,(f) Q1T (k) + Q2To() Dois —|—a,(:\\—)
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Torej velja

y(r+1)
lim Zk Gl A1
r—00 yk

in (") konvergira po smeri proti 21 + asxs. Iz tega ne moremo dobiti lastnih vektorjev.
Primer Ao = —)1.

V tem primeru podzaporedje z(") = 32" konvergira po smeri k ajz1 + aszs, faktor je A2
Podzaporedje w) = y(2"+1) pa konvergira k ayx; — aszs. Iz y(’") = axq + Bxo in y(”l) =
alir] — A1fzs. Iz esar dobimo

My 4y = 201
Ayt =y = 28w,

Algoritem 7: Rayleighova iteracija

2o # 0;
_ 1 >
20 = TTzoles 207
for k=0,1,2,... do
T A
ok := pla, A) =

resi (A — o) zpr1 = 2k;

=1 o=
2kl = Taalles 2hH1 =V praksi;
2kl = ooyl Akl - 22 naslednjo naloga;
end

Algoritem 8: QR iteracija z enojnim premikom
Ag = 4
for k. =0,1,2,... do
Mk = (Ak)nn;
A — el = Qi Ry
Apt1 = RiQr + nil;
end

Naloga 9.6 Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje tridiagonalne matrike dimenzije n X n,
kjer je a;i—1 = ¢, ai; = a, a;;+1 = b in bc > 0. Pomagaj si z ustrezno diferencno enacbo s
konstatnimsi koeficienti.
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Resitev. Upostevamo, da mora veljati Az = Az. Tako dobimo sistem enacb:

(a—Nz1+brs = 0 (9.1)
cti—1+ (a—Nx; +bripg = 0, i=2,...,n-1 (9.2)
ctp-1+(a—Nz, = 0 (9.3)

Zaradi lazjega racunanja uvedemo Se spremenljivki zg in x, ter robna pogoja x¢g = x, = 0. Torej
resujemo diferencno enacho
Ccri—1+ (CL — )\)l‘i + bx;11 = 0.

Uporabimo nastavek za homogeno resitev x; = r* in dobimo kvadratno enacho za r,
c+ (a— \)r 4+ bro.
Enacbo resimo, resitvi sta

—(a—=X) £+ /(a— )2 —4bc
2b

r12 =

Zapis se poenostavi, ¢e uvedemo

A—a

cos(yp) =

2vbe
T2 = \/E (COS(SD) + \/W = \/E(COS((,O) + z'sin(@) = \/Eeiw.

Tako dobimo nastavek za resitev z; = ae’? + Be~%. Upostevamo $e robne pogoje

rw=a+8 = 0
Tpi1 = aemtie 4 56—(n+1)w

1z prve enacbe dobimo S = —a. Iz druge enacbe dobimo
« (e(”H)w - e_(”'*'l)w) =i-2sin((n+ 1)p).

Njena resitev je
km
VNpo=7k,k€eZ=>p=——keZ.
(n+1)p = 7k, =

Resitev s k = 0 ni dobra, saj potem sledi x; = 0 za vsak ¢. Tako dobimo

km
= k 1,... .
Pk n+ 1’ € { ) an}
Za lastne vrednosti velja
A—a km
cos =—== A —a+2vbccos( )
() e |k n+1

Pripadajoci lastni vektor ima komponente

2 = g(gjwk_e4ng.

Zanima nas le smer, vzamemo lahko kar

® (j-k-vr)
z; " =sin .
n—+1
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Naloga 9.7 Naj bo A simetriéna matrika z lastnimi pari Ax; = Mz, i = 1,...,n. Naj bo x
aproksimacija za lastni vektor x1 in naj bo p = p(A, z) Rayleighov kvocient za x. Potem sledi

= M| < 2[|Alf|z — 21]3.
Dokazi.

Resitev. Matrika A je simetri¢na, torej lastni vektorji tvorijo ortonormirano bazo. BSS lahko
privzamemo, da velja ||z||2 = 1. Vektor = razvijemo po ortonormirani bazi,

n n
L= Zo‘ﬂi’ iz ||z||2 = 1 sledi E o?=1.
=1 i=1

Kratek racun pokaze, da je
n
p=al Az = Z o2
i=1

Tako velja

= M| = Z/\a —/\120‘

Upostevali smo, da velja

Z)\—)\l

1=2

< 2||A[|Za )

IAi — A1l <INl + (A < 2[]A]]

Izra¢unajmo se
n n
= 21[ |} = (01 = 1)° + >0 > 3 of
=2 =2

tako dobimo
| — M| < 2[|Al]|z — 2[5,



Poglavje 10

Numericna aproksimacija

Naloga 10.1 Pokazi, da prostori zveznih funkcij niso strogo mormirani za neskoncno normo.
Oglejmo si C([0,1]) in funkcijo

3 1
f(z) {%, %ngl
ing(z)=1-—uz.
Resitev. Izracunajmo Se:
1 2
ES 0<zx<?z
g(x):f(l—iﬁ){?, 23 2 ?
39t gswsl
Tako velja:
%:c—i—%, 0§9:<%
f@) +g(z) = 1, g<z<3
2-32, 1<z<1
Ocitno velja
1 1
2 2

1F + gl = max, () +g(@)| = 1 = max, [/(@)]+ max lg(a)] = 1

Funkcija f ocitno ni veckratnik funkcije g. ]
Naloga 10.2 Vektorski prostor X = R? je opremljen z neskoncéno normo. Podan je vektor
f= {1 3 Q]T in is¢emo element najboljse aproksimacije v prostoru L ({(1,0,0),(0,1,0)}).
(i). Ali je prostor strogo normiran.
(ii). Ali za f obstaja enolicen element najboljse aproksimacije?
Resitev.

(i). Prostor ni strogo normiran, saj bi to zagotavljalo enoli¢nost elementa najboljse aproksima-
cije.

(ii). Za f ne obstaja enoli¢en element najboljSe aproksimacije. Oglejmo si vektorja g1 =
T T
{1 3 0} ingo = {0 3 O] . Ocitno velja [|f — g1lloo = ||f — 92]cc = 2.

45
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Naloga 10.3 Danih je n tock v ravnini. Poisci premico, ki po metodi najmanjsih kvadratov

POGLAVJE 10. NUMERICNA APROKSIMACIJA

aproksimira tocke. Preveri formulo za tocke (1,2),(2,3),(3,5),(4,8).

Resitev. Zapisimo ciljno funkcijo

n

f(a,b) = Z(a:ci +b—y)?

=1

. Is¢emo za katera a in b je dosezen minimum.
Izracunajmo parcialna odvoda in resSimo sistem

of

da

Iz ¢esar dobimo linearni sistem

n
1=

Naloga 10.4 Dan je interval [—1,1] in funkcija f(x) = e®. Poisc¢i premico, ki f najbolje
aproksimira po zvezni metodi najmanjsih kvadratov. Torej v normi, ki jo porodi skalarni produkt:

< f,g >= /11 f(x)g(x)dzx.

Resitev. Minimizirati moramo

H(a,b):/1

Velja
OH Lo
Sa —/_1 2(e” — ax — b)(—z)dr —

OH Lo
o —[1 2(e* —ax — b)(—1)dx —

—1+e?
2e

Iz ¢esar dobimo a = % inb=

2

1 %3

[Z?:l L

n

r —e€

T

€

-1

a3 x2

Cas _p

37
2

Zfax—fbx
2

= QZazi(ami—kb—yi) =0
i=1

(e® —az — b)2.

-1

-1

e+el—etel—a==0

e—e !t —2p=

Naloga 10.5 Podan je prostor funkcij z diskretnim skalarnim produktom

<[f,9>=f(1)g(1) +2f(2)g(2) +2f(3)9(3) + 2f (4)g(4) + f(5)g(5)

Poisci prve tri ortogonalne polinome z uporabo Gramm-Schmidtove ortogonalizacije. Preizkusi se
rekurzivno tricleno rekurzijo za izracun ortogonalne baze. Aproksimiraj funkcijo f(x) = 20082(%)

po metodi najmanjsih kvadratov s parabolo.

0
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Resitev. Zaénemo z bazo prostora 1,z,z2. Izra¢unamo < 1,1 >= 8. Kar pomeni, da po
_ 1

normiranju dobimo fi(z) = 75 Izrac¢unamo < %,x >= 64/2. Odstejemo projekcijo na prvi
vektor ho(x) =  —6v/2/4/8 = 2 — 3. Dobljeno moramo $e normirati, tako dobimo < hg, hg >= 12
in fo(z) = ho(z)/V12 = x;g
>= 212 in < fo,2% >= 12v/3 in tako dobimo

15

hs(x) = 2% — 21V2f1(x) — 12V3fo(z) = 2% — 62 + 5

R

Izra¢unamo Se < fi,x

Izra¢unamo Se < hs, hg >= 18 in tako dobimo f3(z) = J%(xz — 62+ 12).

Najboljsa aproksimacija za funkcija f(x) je torej ravno ortogonalna projekcija na prostor
razpet z 1,z,z?. Ker poznamo njegovo ortogonalno bazo, je potrebno izracunati le skalarne
produkte < f, fi >, < f,fo>in < f, f3 > . n
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Poglavje 11

Polinomska interpolacija

Polinom L, ;(z) = H?:O,j;éi% je Lagrangeev bazni polinom. Naj bo I,,(z) polinom, ki se s
funkcijo f ujema v tockah =z, ..., z,. Potem je to ravno polinom

L(0) = 3 Fla) Luile).
=0

Ce definiramo w(z) = I j(z — ;), lahko zapiSemo
w(x)
(x — ) (z;)

»Cn,i (.’E) =

Za ostanek n + 1-krat odvedljive funkcije na [a, b], velja

(n+1)
) = dole) = Vo)

za nek ¢ € [a,b]. Veljati mora, da je x; € [a,b].
Naloga 11.1 DokaZi, da velja > 7 Ly i(x) = 1.

Resitev. Ce za f vzamemo kar konstanto 1, iz enacbe za ostanek dobimo Zeljeno enakost.
Odvod konstante je enak 0. [
Lagrangeva oblika interpolacijskega polinoma ni najprimernejsa za konstrukcijo in racunanje
vrednosti interpolacijskega polinoma. Porabimo namrec¢ veliko stevilo operacij, poleg tega mora
biti stopnja polinoma vnaprej doloéena. Boljse so zaporedne linerne interpolacije in tudi deljene
in konc¢ne diference.

Nevilleova shema
Naj bo I; . ;41 interpolacijski polinom, ki se ujema z f v tockah z;, ..., z;;. Potem velja
1 z—x; L sam_1(x
L ivk(T) = —— i (@)
Tivk — Ti | T — Titk Ii+1,...,i+k($)
Primer Nevillove sheme za 4 tocke:
Li | L — T4 | Yi
To | T — o | Yo

I
T | T—x1 | N Io12

I Ip123
To | T — T2 | Y2 I23

I>3

r3 | — I3 | Y3

49
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Naloga 11.2 Poisci vrednosti interpolacijskega polinoma v tocki x = 1 za podatke xg = 3,21 =
2,9 =5 in f(z0) =2, f(z1) =4, f(z2) = 0.

Resitev.
Li r—x Yi
ro=3|x—x9g=—-2|1ygp=2
Ip1 =6
r1=2|x—x1=—-1|yy =4 [012:%&‘
Lo=3%
To=5|x—x9=—-4|y2=0
Do vrednosti smo pris¢i z naslednjim postopkom
1 Tr — X Io(CL‘) -2 2
Ol(x) 1 —Tp| T —21 Il<1’) -1 4 ’
1 x—x1 Ii(x) 1 -1 4 16
I = = — e
12(2) xo—x1 | *— w2 I2(x) 31 -4 0 3’
1 r — X 101(1’) 1] -2 6 20
1 = B _ =
012(7) xo—x0 | T — 22 I12(x) 21 —4 ? 3
L]
Deljene diference
Deljena diferenca [xg, . ..,xk]f je vodilni koeficient interpolacijskega polinoma stopnje k, ki se
ujema z f v paroma razli¢nih tockah xg, z1,...,zE. Velja Se
n
I,(z) = [zo] f + Z(az —x0) - (x — mi—1)[x0, 1, . - ., T
i=1
Za k-krat zvezno odvedljivo funkcijo velja
1
[on, Tly--- ,[Ek]f = E (k)(C)
Za n + 1-krat odvedljivo funkcijo f velja
flx) = Ly(z) = (x —x0) ... (x — zp)[x0, 21, - . ., T, ] [

Vrednosti deljenih diferenc najlazje izracunamo s pomocjo rekurzivne formule:
FARICD) L
(21, 25 zisklf = e 7a T =...= Tk

4y Li4ly -y Litk|] = @iy — 1, T 1o s @i k| f = [T s — 1,541, Tig k) f
LTs—Tr

78 Tg 7 Tp.

Naloga 11.3 Naj bo f C'-funkcija in naj bodo o < x1 < ... < x,. Poisci polinom p stopnje
2n+1, ki se bo z dano funkcijo f ujemal dvakratno, to je v vrednostih in odvodih. Poisci polinom
H,(z), tako da bo veljalo Hy(x;) = f(x;) in H) (x;) = f(z;). Poleg tega naj velja A;(x;) = dij,
Al(z;) = 0, Bi(z;) = 0 in Bi(zj) = 8. Polinoma poizkusi poiskati sam. Ce ti ne uspe, lahko
dokazes, da temu zadoscata kar nastavka

m

Bi(z) = (x — ;) L2,



Resitev. Ocitno velja Bi(z;) =0, saj je Lin(z;) = d;5. Izracunajmo
Bj(x) = L3,(x) + 2(x — 2j) Lin(2) L} ().
Torej velja Bj(x;) = 5% = d;5. Velja tudi
Ai(xy) = (1= 2L, (o) (w5 — 20)) L5, (x5) = (1= 2L5,,(25)055 (x5 — 2:)) 05 = 6.
Izracunajmo Se
Aj(x) = =2L5, () L5, (2) + (1 = 25, (21) (@ — ) 2Lin () L ().

Torej je Ai(xj) =0 za i # j, saj je Lin(x;) = 0. Za j = i dobimo

Al(xy) = =2LL, (x;) + 2L, (z;) = 0.

o1

|
Naloga 11.4 Dana je funkcija f(x) = ﬁ.
(i). Preko deljenih diferenc poisci interpolacijski polinom stopnje 5, za katerega velja:
p(0) = £(0), P'(0)=f(0), p"(0)=f"(0), p(1)=f(1), p(1)=f(1)
in p''(1) = f"(1). Izra¢unaj njegovo vrednost v x = 1.
(i3). Cimbolj oceni napako max |f(z) — p(x)| za x € [0, 1].
Resitev. (i)
Izra¢unajmo A A
— 8
_ / _ " _
Tako dobimo
f(0) =4, f(0)=—4,f"(0)=8, f(1) =2, f'(1)=~1, f"(1)=1
Uporabimo Newtonovo obliko interpolacijskega polinima
p(l‘) = [.T()]f + Z(I’ - .’EQ) tee (13 - xi—l)[$07 AR 7xl}f
i=1
< : FM (x0) F® (x0) “inai : :
Upostevamo, da velja [xo, zo|f = ——, [T0, 0, To]f = ———. Izracunajmo deljene diference:
0|4
—4
04 4
4 -2
04 2 1
1 .
A
12 L
1 -1
1|2 :
—1
112
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Tako dobimo interpolacijski polinom

p(z) =4+ (—4z) + 42% + (—2)2° + 23(x — 1) + (—=23(z — 1)?).
Vrednost polinoma izracunamo po Hornerju:

p(w):4+x<—4+m(4+x(—2+(a¢—1) <1+(:c—1)—;>>>).

Tako dobimo

1 1 1 1,1 171
—)=44+-(—4+ -4+ =(-2—-=(—= = —.
P(G) =4+ 54+ S+ S (2= S () = o
(i)
Ocenimo $e napako. Vemo, da velja
(6)
£(&) (@) = la(@ — 170.0,0.1,1, Lalf] = o — 17 - D)
Sesti odvod funkcije je enak
4-2-3-4-5-6-(—1)°
6) () =
7@ (I+a) |
Torej velja f©)(¢) < 4-6!. Ocenimo e
11 1
23— 1) = ol — DI < (53)° = 55
Dobili smo oceno L 4.6l )
|f(z) —p(z)| < B el = 16
|
Naloga 11.5 Izracunaj deljeno diferenco
T
[x()vxlv"‘ 71.71] <1 +$> )
kjer so tocke razlicne, tj. xj # x; 2a i # j.
Resitev. Oznacimo f(z) = Him, Nalogo resimo z indukcijo. Najprej poglejmo, kaj dobimo za
bazo indukcije in Se en primer.
(w0, 21]f = [$1]1%C - [95‘0]1%6 _ 1_%1 - 1-7—7250 _ T + ZoT1 — To — Tox1
’ Tr1 — X0 r1 — X0 (:L'l —xo)(1+x1)(1+x0)
B 1
N (1 + 1‘0)(1 + xl)'
1 1
(2. 20, 20]f = [0, 1] 15 — w221y | (Feo)(e) — (Fen(tes) _
0 ’ xr1 — T3 Tro — T2
l+zo—1—19 -1

(1 +20) (1 +21)(1+z2))(xo — 20) (1 +z0)(1+a1)(L +a2)
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Nasa indukcijska predpostavka bo torej

[wo " - _1] €T _ (71)n
b e T U4 a) I+ 21) . (L4 2ny)

Tako dobimo

20, X15 -y Tn—1)f — [T1,. .., Tl f
[xo,ml,...,xn]f:{ X1, ’T;O]_xn[ —— _

n 1 n 1
(_1) (I+zo)(A+z1)...(1+2n) (_1) (I4+xo)(1+x1)...(14xn)

Ty — Tp N
(_1)n(1 +x, —1—1x0 . (—1)n+1
(I+20)1+21)...(L+2,) (w0 —20) (T +20)(1+21)...(1+2,)

Naloga 11.6 Izracunaj napako interpolacije za f(x) = sin(x) na [0, §] s tockami 0, {5, & splosno
in pri Hermitovi interpolaciji, kjer zahtevamo Se ujemanje odvodov.

Resitev. Vemo, da velja
|f(x) — p3(x)| = [(x — 20)(x — z1)(z — @2)[w0, 21, T2, 2] f| =

AICY |

3
Pisimo $e h = {5. Tako velja x; = xo + i - h. Izracunati moramo ||z(z — h)(z — 2h)||s na [0, §].
Izracunajmo odvod

[(z — zo) (2 — z1) (7 — z2)

(x(z — h)(x — 2h)) = z(x — h) + (x — h)(z — 2h) + x(x — 2h) =
322 — 6hx + 2h? = 3(x — h)? — h>.

Nicli sta torej z12 = h(1 £ ?) Samo ena lezi na nasem intervalu. Makismum je torej

-+ L2 = -y = 2,

Torej je

3) i
@) - oo < 2van L E = BTy 15000

V primeru Hermitove interpolacije dobimo

|f(x) — pe(2)] = |(z — 20)* (= — 21)*(x — 22)?[20, T0, T1, T1, T2, T2, 7] f| =

(6)
’1_2(1, o h)Z(CC o 2h)2f 3'(C) |
Naredimo iste ocene kot prej in dobimo

(6) .
£0) — oo < (VRIS = (TPt = 330007

Upostevamo Se, da velja

. 1
||5in®) || o 0.7/6) = 5
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Naloga 11.7 Dane so tocke xg,x1, ..., Ty in ustrezne vrednosti y; = f(x;). Kako bi izracunali
f~Y(y) v dani tocki y? Funkcija f mora biti monotona.

1. mozZnost

Skozi tocke (x;,1;) napeljemo interpolacijski polinom p(x). Priblizek = za f(~1(y) dobimo kot
reSitev enacbe p(x) = y.

2. moznost

Zamenjamo vlogi x in y. Skozi tocke (y;, z;) napeljemo interpolacijski polinom p(y). Primera
z enakimi y nimamo zaradi monotonosti. Priblizek = za f~!(y) dobimo kot vrednost p(y) v
tocki y. Ta postopek ponavljamo iterativno. Ce poznamo funkcijo f, potem za priblizek x
izracunamo f(z) in tocko (z, f(z)) zamenjamo z najbolj oddaljeno tocko (z;,y;) gledano po y.
Red konvergence je vedno med 1 in 2. Ko gre n — oo, gre red proti 2.

Naloga 11.8 Naredi dva koraka inverzne interpolacije za izracun arcsin(%), kjer so dane tocke
o = 0,3:1 = %,wg = g

Resitev. 1. korak
Za ta primer je f(z) = sin(z). Izracunamo Se sin(0) = 0,sin(7/6) = 1/2,sin(n/2) = 1. Torej
imamo zg = 0,y0 = 0,21 = 7/6,y1 = 1/2,290 = 7/2,y2 = 1. V prvem koraku zamenjamo vlogi x
in y in izrac¢unamo interpolacijski polinom v y in izracunamo p(1/3).
2. korak
Pogledamo vrednost f(z3) in odvrzemo najbolj oddaljeno toc¢ko po koordinati y. [
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