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Krivulje v R? in R?

(& Pot (ali parametrizirana krivulja) v R"™ je gladka preslikava
7:I—-R",

kjer je I C R interval (odprt, zaprt, polodprt,...).
Krivulja je slika preslikave 7, preslikavi ¥ pravimo tudi parametrizacija kri-
vulje. )

Pot oz parametrizacija je regularna, ée je 7 (t) # 0 za vsak t € I.

(&' Mnozica C C R" je 1-dimenzionalna mnogoterost v R", e za vsak z € C
obstaja odprta okolica x € U C C in preslikava

7 : (a,b) > R",

da velja:
1. 7 slika interval (a,b) homeomorfno na U.

2. 7 je gladka preslikava za katero velja ?(t) # 0 za vsak t € (a,b).

Preslikavi 7 pravimo lokalna regularna parametrizacija mnogoterosti C.

(& Implicitno podane 1-dimenzionalne mnogoterosti.
1. Naj bo f : R? = R gladka funkcija in
A= {(z,y) €R?; f(z,y) = 0}.

Ce je grad f(x,y) # 0 za vsak (x,y) € A, potem je A gladka 1-dimenzionalna
mmnogoterost v R2.

2. Naj bo f : R® = R? gladka funkcija in
A= {(z,y,2) €R?; f(z,y,2) = (0,0)}.

Ce ima Jacobijeva matrika Jf(z,y,z) poln rang za vsak (x,y,z) € A,
potem je A gladka 1-dimenzionalna mnogoterost v R3.
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6 POGLAVJE 1. KRIVULJE V R? IN R3

(¢ DolZina poti. Dana naj bo pot T : [a,b] — R™. Potem je dolZina poti enaka
b .
/ |7 (t)| dt .
a

(¢ Naravna parametrizacija. Pot 7 : 1 — R" je naravno parametrizirana,
ce je |7 (t)] = 1 za vsak t € 1. Potem pravimo, da je parameter t maravni
parameter in ga tipicno oznacimo z S.

Vsako reqularno pot 7 : I — R™ lahko naravno reparametriziramo. Naj bo

a € I. Definiramo funkcijo
t .
~ [l

in opazimo, da velja $(t) = |?(t)| > 0, ker je pot reqularna. To pomeni, da je
s: I = J, t— s(t) difeomorfizem in oznacimo zt : J — I, s — t(s) inverz
preslikave s.

Potem je p : J — R", dana s predpisom

pls) = T(t(s)) sed
naravno parametrizirana pot, saj velja

[7(5)] = |7 (b)) ()] = [7°(t() gy | = 1

3 Frenetove formule. Naj bo v J - R3 naravno parametrizirana pot.
Naj bodo T- tangenta, z N-normala in z B- binormala, enotski in med seboj
pravokotni vektorji, ki so definirani z

— — T’ — — —
T=7" N=—= B=TxN.
77|
Oznacimo s k(s) = |T (s)| = |7"(s)| fleksijsko ukrivljenost. V primeru, da je

k(8) > 0 za vsak s € J, so vsi vektorji T,N,B dobro definirani. Opazimo, da
’Uelja — — — — —
T'=xkNin B =T xN',

kar pomem da je B pmvokoten na T in ker je |B| =1, je B pravokoten tudi
na B. To pomeni, da je B vzporeden vektorju N in oznacimo

B = 1N,
kjer je funkcija 7(s) torzijska ukrivljenost. Velja
7=-B'N=-NTxN) =-NTxN)=-L7"F x(LyF"+ 17 x7") =

_ T xT
=T

Z odvajanjem enacbe N =B x N dobimo
N' = kT +7B.



Vse te ugotovitve zdruzimo v Frenetove formule

=g —

T = kN

= — —

N' = 1B —-kT

B = —7N

= —T s
kjer so
f/

— s — — — — . PR T
T=F N:|:.F,/| B=TxN r=|7"| 7="57"

(¢ Fundamentalni izrek lokalne teorije o krivuljah. Naj bo f(s) poljubna
nenicelna zvezno odvedljiva funkcija in g(s) poljubna zvezna funkcija. Potem
obstaja [6] (do premikov in zasukov prostora R3) natanko ena naravno parame-
trizirana krivulja 7 (s) za katero velja

Opomba: Zgornji izrek pove, da je poljubna trikrat zvezno odvedljiva, na-
ravno parametrizirana pot z neni€elno ukrivljenostjo, do translacij in rotacij
natan¢no dolo¢ena s  in 7, kjer je (glej spodaj) k zvezno odvedljiva in 7 zvezna
funkcija.

Za samo enoli¢nost in obstoj resitve Frenetovih enach sicer zadosca, da sta
f in g zvezni. Vendar, ¢e se spomnimo, kako rac¢unamo fleksijsko ukrivljenost
in torzijo

—V(—’//

T _’///)

T Xr
|?//|2

—// — —
7= !

K= r.er T=
potem se implicitno predpostavlja, da je pot 7(s) trikrat (ne nujno zvezno)
odvedljiva. Ampak, e je to res potem je obstaja odvod

reglir-d il

rer
)
/?// . ?//

saj je 7" # 0 povsod. To pa pomeni, da je x odvedljiva funkcija (celo zvezno
odvedljiva, ker obstaja 7). Da lahko uporabimo izrek o enoli¢nosti resitev
sistema diferencialnih enacb, pa je potrebno predpostaviti, da je 7 zvezna, kar
doseZemo s tem, da predpostavimo, da je 7"’ zvezna funkcija.

(glej daCarmo p.309,310,311).

Ce pa predpostavljamo, da je 7 le trikrat odvedljiva (ne nujno zvezno), po-
tem pa 7 v principu ni ve¢ zvezna funkcija, mogoce niti Riemannovo integrabilna
ni, in obi¢ajnega eksistenc¢nega izreka za enoli¢nost resitev ODE ni ve¢ mogoce

uoporabiti.

( . 7’//)/ —



8 POGLAVJE 1. KRIVULJE V R? IN R3

NALOGE

NAaroGA 1.1. Skiciraj poti:
1. 7(¢) = (cost,sint), t € [0, 27].
2. 7(t) = (cost,sint, t), t € R.
3. T(t) = (e’ cost, e sint), t € R.
RESITEV. Dobimo

7(t) = (cost,sint) 7(t) = (cost,sint,t) 7(t) = (e! cost, et sint)

1.0
10 0.5

0.0

NALOGA 1.2. Parametriziraj poti:

1. Cikloida - pot, ki jo opiSe toc¢ka z roba kroga radija R, ki se kotali po
premici.

2. Epicikloida - pot, ki jo opiSe tocka z roba kroga radija r, ki se kotali po
zunanjosti drugega kroga radija R.

3. Involuta - pot, ki jo opiSe tocka z konca vrvi, ki se odvija s kroga radija
R.

RESITEV. 1. Cikloida

7(t) = (R(t —sint), R(1 — cost)) teR.




2. Epicikloida

7(t) = ((R+7) cost—rcos((14+ £)t), (R+r) sint—rsin((1+ £)t)) teR.

3. Involuta

7(t) = (Rcost + Rtsint, Rsint — Rtcost t € [0,00).

Naroca 1.3. Naj bo f : (a,b) — R poljubna gladka funkcija. PokaZi, da je
mnozica

C={(z, f(z)) |z € (a,0)}
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1-dimenzionalna mnogoterost v R2.
Opomba: Analogno velja, da ¢e sta f,g : (a,b) — R gladki preslikavi,
potem je
C=A{(z f(z),9(x)) |z € (a,b)}

1-dimenzionalna mnogoterost v R3.

RESITEV. Vzemimo preslikavo
7i(a,b) = RY O T(1) = (¢, (1))

in U =C. Velja 7(t) = (1, f(t)) # 0 za vsak t € (a,b). T je zvezna bijektivna
preslikava, katere inverz pa je tudi zvezen, saj je zoZitev preslikave pr; : R? — R
(pr;(x,y) = =) na mnozico U.

NALOGA 1.4. Naj bo f : R? — R gladka preslikava,

C={(z,y) € R*| f(z,y) = 0}

ter gradf(z,y) # 0 za vsak (z,y) € C. S pomocjo izreka o inverzni funkciji
pokazi, da je C 1-dimenzionalna mnogoterost v R2.

RESITEV. Naj bo (a,b) € C in naj velja g—i(a, b) # 0. Preslikava
F:R* =R F(z,y) = (2, f(z,y))

ima Jacobijeco matriko oblike
1 of
JF(z.y)=|, 5%
oy

je obrnljiva v tocki (a,b), torej po izreku o inverzni funkciji obstaja odprta
okolica U tocke (a,b) in odprta okolica V tocke (a,0), da je preslikava F' : U — V
obrnljiva z gladkim inverzom F~!:V — U oblike

s (au) o (o 6(e) (o6 u) = u.

Naj bo U odprt interval na z-osi okoli tocke (a,0) znotraj mnozice V.
Preslikava
ToU—-RE O T(t) = (,£(¢,0))

je lokalna regularna parametrizacija za C v okolici tocke (a,b). Zozitev F| )
pa je zvezen inverz preslikave 7.

NALOGA 1.5. Parametriziraj dane mnozice v R? oz. R3. Katere od teh so
1-dimenzionalne mnogoterosti v R? oz. R3?

L St ={(z,y) e R?|2® +y* = 1}.

2. C={(x,y) e R? |22 —y? =1}.

3. C={(r,y,2) eR?*[2® +y? + 22 =1, a+y+z=1}.
4. C={(z,y) € R? |zy = 0}.
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z,y) € R? |22 +y? = 1}. Velja grad(z? + 92 — 1) =

RESITEV. 1. ST = {(
,y) € St. Torej je S res 1-dimenzionalna mnogoterost

(2z,2y) # 0 za (x
v R2.

2. C={(z,y) € R?|2%2 —y? = 1}. Velja grad(2? — y?> — 1) = (22, —2y) # 0
za (x,y) € C.

3. C={(z,y,2) e R?|2? +y* +22 =1, 2 +y + 2z =1}. Velja grad(z? +
y? 4+ 22— 1) = (22,2y,22) in grad(z + y + 2 — 1) = (1,1, 1) sta linearno
odvisnalezaz =y =2z = :I:?, vendar ta tocka ne lezi na C.

4. C = {(z,y) € R?|zy = 0}. Problemati¢na tocka je (0,0). Okolica te
tocke pa nima lokalne regularne parametrizacije 7 : (a,b) — U NC. Naj
bo 7(c) = (2(c), y(c)) = (0,0).

Ker ima prostor (a, b) —{c} dve komponenti za povezanost, UNC—{(0,0)}
pa Stiri, prostora nista homeomorfna.

NALOGA 1.6. Naj bo 7 : I — R" regularna pot v R". Pokazi, da za vsak
c € I° obstaja odprta okolica ¢ € U C I, da je mnozica

C={7(t)|teU}

1-dimenzionalna mnogoterost v R™.

RESITEV. Naj bo ¢ € I° poljubna to¢ka v notranjosti intervala I. Denimo,
da je @(c) # 0. Potem, po izreku o inverzni funkciji, obstaja okolica V' tocke
z(c) in preslikava t = ¢(z), da je t = p(x(t)) in z = p(z(p(z))). Oznadimo z
U = ¢(V) odprto okolico tocke c. Potem je

7x) = (z,y(p(x)), 2(p(x)), )

lokalna regularna parametrizacija mnozice 7 (U).

NALOGA 1.7. Naj bo C 1-dimenzionalna mnogoterost v R", 7 : (a,b) — R"™
in p: (a, 8) — R™ lokalni regularni parametrizaciji, tako da je

F(a,b) N plasB) = A £ 0.
Pokazi, daje 77 1o g : p~1(A) = 7 1(A) gladka preslikava.

RESITEV. Oznacimo 7 (t) = (z(t),y(t), 2(t),...) in p (1) = (Z(7), (1), (1), ...).
Po potrebi A zmanjSamo tako, da npr. velja @ (t) # 0zat € 7 1(A)
da je x(t) obrnljiva, in piSemo ¢t = p(z). Potem pa je ravno

7o B(1) = p(@(7)).

NALOGA 1.8. Naravno parametriziraj pot:

1. 7:[0,00) — R2, 7(t) = (10 cost, 10 sint).

=

2. 7:R = R% 7(t) = (e cost, e sint).
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RESITEV. 1. Velja 7(t) = (—10sint, 10 cost), kar pomeni, da je |7 (t)| =
10. Dobimo ,
s(t) :/ 10dr = 10¢,
0

kar pomeni, da je t = {5. Nazadnje dobimo

p(s) = 7(55) = (10cos 15, 10sin ) s € [0,00).

2. Velja 7(t) = (e’ cost—e! sint, e sint+ e’ cost), kar pomeni, da je |7 (t)] =
V2 et. Dobimo

t
s(t) = / V2e dr =V2(et — 1),
0
kar pomeni, da je t = In(1 + %) Nazadnje dobimo

— — In = In = .
p(s)=T7 (ln(l—i—%)) = (e +3) cosln(1 + %),e 1+ sinln(1 + %)) =

= ((1+ %) cosln(1+ 25), (1 + ) sinln(1+ %5)) s € (—v2,00).

NALOGA 1.9. Izpelji izraze T, N, E, k, T za poljubno regularno pot (ne nujno
naravno parametrizirano).

RESITEV. 1. Naj bo z 7(¢) dana krivulja in naj bo z s(t) oz. t(s) dana
zveza med naravnim parametrom s in izbranim parametrom t. Velja
$(t) = [7(1)]
Iz zveze s(t(s)) = s pa dobimo #/(s5) = —— tl . Oznadimo z

—S0E) T Fe)]
P (s) = 7(t(s)) naravno reparametrizacijo krivulje 7 (¢).

2. Posredno odvajanje nam da

—p»/ — T}t/
=1 ?t/Q + _7'“)75”
ﬁ/// _ %tl3 + S?t/t// + ?t”/

Dobimo f = IL:I

T

3. B=Tx N = L(7' x ") = L@ x (¥t? + 71")) = LTXT od koder

|73
dobimo
—> =
|7 x 7|
K -
|73
in . .
-  TXT
B=—=—-=
|7 x 7T
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5. Pri 7 vstavimo izraze za odvode p v formulo in dobimo
(7" x7T)7T
|7 x 72

— —

NALOGA 1.10. IzraCunaj T,N,B,H,T za, spiralo
7(t) = (acost,asint, bt) teR.

RESITEV. 7 (t) = (—asint,acost,b), 7(t) = (—acost, —asint,0) in 7(t) =

(asint, —acost,0).
va? + b?

7 x 7 = (absint, —abcost, a?)

(—asint,acost,b)

= 1
B = ———(bsint,—bcost,a)
a? + b2
N= (—cost,—sint,0)
a b

Tae@vr @

NALOGA 1.11. Naj bo U°%ra C R? in f : U — R gladka funkcija, za katero
je grad f # 0 na U. Naj bo ravninska krivulja dana implicitno z zvezo f(z,y) =
0. Izrazi fleksijsko ukrivljenost te krivulje z vrednostjo in parcialnimi odvodi
funkcije f.

RESITEV. Upostevamo, da po izreku o implicitni funkciji obstaja funkcija y(x),
da je f(z,y(z)) = 0 za vsak = z nekega dovolj majhnega intervala (ali pa kot
x = z(y)). Imamo torej regularno parametrizirano krivuljo

7(z) = (z,y(x)).
Za izrag¢un k potrebujemo 7' = (1,y'(x)) in 7" = (0,y"”(z)). Koli¢ini 3’ in y”
pa dobimo z odvajanjem implicitne zveze
_fe

flay@)=0=fo+ foy =0=>y = 7
Yy

Odvajamo 8e enkrat in dobimo

fow + foy¥' + (fya + fyu¥ )y + fyy”" =0

od koder dobimo (upoStevamo ' = f;—’”)
y

Jar FyCE) + oo+ CENCE) oo 2+ ()

Jy fy

1

Od tu dobimo ) )
K= |faca:fy B 2facyfxfy + fyyfx|

NGRS
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NALOGA 1.12. Naj bo U°Prta C R3 in v : U — R? gladko vektorsko polje, za
katero je |U| # 0 na U. Oznacimo v(z,y,2) = (P(z,vy, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)).
Naj bo pot (z(t),y(t), 2(t)) dana kot resitev sistema diferencialnih enacb

&= P(z,y,2)
v =Q(r,y,2)
Z = R(x,y,2)

z(0) =20 y(0)=vo 2(0)=20

za nek (zo,yo0,20) € U. Izrazi fleksijsko ukrivljenost te poti izraZeno z vre-
dnostmi in parcialnimi odvodi funkcij P, @, R.

RESITEV. Iz predpostavk sledi, da imamo regularno parametrizirano pot 7’ (¢) =
(z(t),y(t), 2(t)), 7(0) = (xg, Yo, 20). Za izradun « in 7 potrebujemo 7,7, 7. Iz
konstrukcije poti (kot resitve sistema diferencialnih enacb) sledi:

Velja torej ©(t) = P(x(t),y(t), 2(t)) (in podobno za ¥, #). Sedaj izra¢unamo
druge odvode:

i(t) = Ppd + Pyy+ P.2 = PP, + QP, + RP,
Dobimo torej

7(t) = (P,Q,R) 7(t) = (P.P+P,Q+P.R,Q,P+Q,Q+Q.R, R, P+R,Q+R.R)

in dobimo ) }
IRGOESAON
/P2 + QQ + RQS
kjer je

7(t) x 7(t) = | R(P,P+ P,Q + P.R) — P(R,P + R,Q + R.R)
P(Q.P+Q,Q + Q.R) — Q(P.P + P,Q + P.R)

Za izracun torzijske ukrivljenosti bi potrebovali Se tretje odvode. Tretji odvod
bi bil potem

T(t) = (Ppt + Pyy + Py2) Py + P(Pyy® + Py + Pur2) + ...

kjer bi zopet zamenjali  — P, y — @ in 2 — R.

NALOGA 1.13. Naj bo 7(s) naravno parametrizirana ravninska krivulja. Po-
kazi, da velja

T(s) = (cos p(s),sin p(s))

kjer je ¢(s) kot med T in z-osjo, ter da velja k(s) = |¢'(9)]-
(Opomba: Koli€ini ¢’(s) pravimo tudi predznacena ukrivljenost r(s))



15

RESITEV. Ker je T enotski vektor, dobimo izrazavo T(s) = (cos p(s),sin p(s)).
Potem je

—

T'(s) = ¢/ (s)(—sin p(s), cos (s))
Od tu je r(s) = [T"(s)| = |¢/(s)].

NALOGA 1.14. Dolo¢i vse ravninske krivulje 7(t), za katere je kot med 7" in
7 konstanten.
(Nasvet: parametriziraj krivuljo v polarni obliki)

RESITEV. Naj bo kot med 7 in 7 enak ¢y. Pogoj je dr = t;ggo, kar nam da

r(p) = Cemmnso CeR.

NALOGA 1.15. Dolodi obliko tal tako, da se bo preko njih kvadrat kotalil tako,
da bo njegovo sredis¢e na konstantni visini.

RESITEV. Naj ima kvadrat dolzino stranice 2, tako da se sredis¢e nahaja na
razdalji 1 od roba. Oblika tal naj bo dana z naravno parametrizirano krivuljo
7 (s). Predpostavimo, da je 7(0) = (0,0) in 7'(0) = (1,0).

Pot, ki jo opravi sredis¢e kvadrata je dana z

F(s)=T(s)—sT+kxT =(x—sz' —y,y—sy +a').

Veljati mora y — sy’ + 2’ = 1, kar odvajamo in dobimo z” = sy”. Upostevamo
2'(s) = cosp(s) in y'(s) = siny(s), kar vstavimo v zadnjo enacbo in dobimo
s = —tan (s), kar nam da

p(s) = —arctans.

Velja pa e 2'(s) = cosp(s) in y'(s) = sin¢(s), od koder potem dobimo
s S
x(s) :/ cos(arctans’)ds’  y(s) = —/ sin(arctan s")ds’
0 0
oziroma

s 1
z(s) = ——ds' =In(s + V1 + s2) = Arsinh(s
()= [ —mts' = n( ) (5
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S 8/
s)=— [ —=ds'=1—+/1+s2,
y(s) /0 T

torej je s = sinhz in potem y = 1 — coshz. Celotna tla potem sestavimo iz
premaknjenih grafov funkcij y =1 — cosh z.

Opomba: Sredis¢e kvadrata potuje na konstantni vigini. Denimo, da je
hitrost sredis¢a kvadrata konstantna. Kot bomo videli kasneje, kotna hitrost
vrtenja kvadrata okoli sredis¢a ni konstantna. To pomeni, da npr. voznja av-
tomobila s kvadratnimi kolesi po opisani podlagi ne bi bila udobna (predposta-
vljamo, da se kolesa avtomobila vrtijo s konstantno hitrostjo). Prislo bi namreé
do nihanja avtomobila v horizontalni smeri.

NALoGA 1.16. Doloci obliko tal, da se bo lik katerega rob je dan v polarni
obliki z funkcijo r(¢), kotalil po podlagi tako, da bo njegova os vrtenja potovala
po y-osi.

RESITEV. Lik naj bo podan v polarni obliki s funkeijo r(¢), oblika tal pa naj
bo parametrizirana z (z(p), y(¢)), kot je nakazano na spodunji sliki. Os vrtenja
naj bo izhodis¢e in Zelimo obliko tal, da se bo lik kotalil tako, da bo os vrtenja
potovala po y-osi.
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Glede na zgornjo sliko dobimo pogoje

z(p) = r(p)

(dotikalis¢e je vedno v smeri pravkotno na y-os) in

/; R+ ) dt = /OW NETOESIORE

kar nam z odvajanjem in upostevanjem z(p) = r(p) da kon¢éno obliko tal, ki je
dolocena z

o) =) ule)= | “r(@) dp.

Opomba: glede na izpeljavo zados¢a, da je r(p) odsekoma zvezno odvedljiva,
tako da reSitev pokriva tudi prejsnjo nalogo s kotaljenjem kvadrata. V konéni
resitvi pa zados¢a, da je r(¢) zvezna, oz. Se splosneje Riemannovo integrabilna.
To pomeni, da lahko dolo¢imo obliko podlage tudi za kotaljenje likov z bolj
fraktalnim robom, ¢eprav v tem primeru vmesni koraki izpeljave niso ve¢ dobro
definirani (Ge krivulja nima definirane dolzine, potem ne moremo formulirati

pogoja za kotaljenje, glej sliko .

Opomba: Za poljubno parametriziran rob lika (z(t),y(t)), dobimo za obliko
tal (X (¢),Y(t)) pogoja (ista slika kot prej)

X(t) = Va(t)? +y(t)?

in

NALOGA 1.17. Naj bo oblika tal parametrizirana z

py) =)y yeR,
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L

Slika 1.1: Kotaljenje 'fraktalnega’ lika po ’fraktalni’ podlagi tako, da os vrtenja
lika, potuje po y-osi.
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kjer je f(y) > 0 (tla so postavljena vertikalno). Pois¢i obliko lika, ki se kotali
po danih tleh tako, da se os vrtenja giblje po y-osi.

RESITEV. Resitev (obliko lika) bomo poiskali v polarni obliki (¢), pri ¢emer
je potrebno dolo¢iti e odvisnost ¢(y).

Imamo pogoja (podobno kot pri prejsnji nalogi)

[ e = [\ i

Drugi pogoj nam da

SV + 1 (0()? = /1 + f(y)?

7 odvajanjem prvega pogoja dobimo

/ _r 7’/ _ f(y)
r(eW)e(y) = fy) = r'(p(y)) = o)
To vstavimo v zgornje in dobimo
. 2 2 . o 1
e(y) )" =1= &) = [0

Dobimo torej

Y1
90(?/):/0 mdf

Obliko lika torej lahko parametriziramo kot

7(y) = (f(y)cosp(y), f(y)sinp(y))  yeR.
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—

NALOGA 1.18. Pokoncen krog radija 1 se kotali po vodoravnem krogu radija
1, kot je prikazano na spodnji sliki.

1. Parametriziraj krivuljo C, ki jo opiSe tocka (1,0,0) s pokon¢nega kroga,
e se v zaCetnem polozaju kroga dotikata v tocki (1,0,0).
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2. Poisci ploskev oblike x = f(z) na kateri lezi krivulja C.

RESITEV. Uvedimo dva enotska vektorja, €; = (—sint,cost,0) in € =
(0,0,1). Pot tocke na robu kotalefega kroga potem lahko izrazimo kot

7 (t) = (cost,sint, 1) + (—cost) €s + (—sint) €y,

od koder dobimo 7(t) = (cost + sin®¢,sint — sintcost, 1 — cost).

Velja
x=cost+sin’tinz=1—cost=cost=1—2z

kar nam da iskano ploskev

r=1+2z-22.
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NALOGA 1.19. Dana naj bo krivulja C s parametrizacijo
7(t) = (t,ch(t) — 1), teR.

1. Dolo¢i parametrizacijo krivulje, ki jo opiSe konec vrvi z zaetkom v tocki
(0,0) € C, ko se vrv odvija s krivulje C.

2. Dolo¢i parametrizacijo krivulje, ki jo opiSe to¢ka (0,0) € C, ko se krivulja
C kotali po x-osi.

RESITEV. Oznacimo s(t) = fot |7 ()| dr = fot ch(7) dr = sh(t). Pot konca vrvi
je potem dana z

o (1,sh(t)) (1,sh(t))

— (t, ch(t)—1)—s(t) =2 eh(t)—1)—sh(t) ) .
50 = (t.en()-)-s/ 2D = e -1-smp BRI e o)

1L

. . . . .

1 2 3 4 5
1L
Oznagimo T (t) = (1;%;)) in N(t) = %

Pot tocke (0,0) je dana z

ShtJrshtftfshtcht tsht+1—cht\ (sht—t tsht+1—cht L eR
cht ’ cht o cht ’ cht ’ '
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NALOGA 1.20. Naj bo dana naravno parametrizirana pot 7(s). PokaZi, da
velja:

1. Ce je k(s) = 0 za vsak s je krivulja del premice.

2. Ce je r(s) > 0 in 7(s) = 0 za vsak s, potem 7(s) v celoti lezi v ravnini
pravokotni na B.
3. Denimo, da je k(s) > 0, razen x(so) = 0 za nek s¢ in 7(s) = 0 za vsak s #
S0, pri so (kjer 7 ni definirana) pa potem tako ali tako velja lim 7(s) = 0.
$—So

Pokazi, da sedaj krivulja ni ve¢ nujno ravninska.

RESITEV. 1. Iz k(s) = 0 za vsak s sledi 7/ = 0, torej je T = @ (konst.
vektor). Torej 7/(s) = @, od koder dobimo 7 (s) = s@ + b, kar je enacba
premice.

2. Iz Frenetove formule sledi, da je potem E’(s) =0, 0z. B = By. Ker
je sedaj T - By = 0, to pomeni, da je 7(s) - By = const., kar pa ravno
pomeni, da 7(s) leZi na ravnini, pravokotni na Bj.

3. Krivulja dana z

v (x,2%0) 5 <0
r(x)—{ (x,0,2%) ; x>0

je neravninska krivulja, ki ima x = 0 le pri z = 0 in 7 povsod enak 0.
NALOGA 1.21. Dan naj bo enotski vektor € in naj bo dana naravno parame-
trizirana krivulja 7 (s) za katero velja

T - @ = konst.

Poisc¢i vse naravno parametrizirane krivulje, ki zadoS¢ajo temu pogoju. Zapisi
fleksijsko in torzijsko ukrivljenost teh krivulj.
(Namig: Nalogo lahko poenostavimo tako, da izberemo € = (0,0, 1))
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RESITEV. Zafnemo z (2/,y',2") - (0,0,1) = konst. = cos ¢, od koder dobimo
2(s) = scospg + C

Pogoju 2 + y'? + cos? ¢y = 1, pa zadostimo, & izberemo parametrizirano
krivuljo
R(s) = (X(s),Y(s)),

za katero velja X’2 4+ Y2 = sin? g kar nam da splodno resitev naSega problema
7(s) = (X(s),Y(s),scospg + C)

Glede 7 in k pa velja (sedaj predpostavimo, da je x > 0 povsod, da imamo
dobro definirana N, B ):

Iz T - @ = konst. z odvajanjem sledi T/ - € =0, kN- € =0, N- € = 0,
torej je € pravokoten na N in torej lezi v ravnini T, B. Ker je Se enotski lahko
piSemo

= cospoT + sinpoB
Z odvajanjem (in upostevanjem Frenetovih formul) dobimo

0 = (kcos g — Tsingg)N

0z.
. K

K COS g = T Sin g 0z. — = konst.
T

(prera¢unu lahko sledimo tudi v obratni smeri, od koder dobimo, da iz pogoja
£ = konst. sledi, da je T' - € = konst. za nek €.)

NALOGA 1.22. Dana naj bo regularna krivulja 7(¢) z x(¢t) > 0 za vsak t.
Pokazi, da so v stiku dane krivulje in pritisnjene kroznice na to krivuljo, koli¢ine
k, T, N, B obeh krivulj ujemajo.

RESITEV. Naj bo dana krivulja naravno parametrizirana 7°(s). Pritisnjena
kroznica v to¢ki 7 (sg) ima slede¢o (naravno) parametrizacijo

1 =
w00 sin(k(s0)7)T (so) -

Nadalje je
7 (r) = K(s0) cos(r(s0)T) N (s0) — r(s0) sin(k(s0)7) T (50) = | F(0)] = r(s0)
" 5(0)
k(s0)

Potem se seveda ujemata tudi binormali. Razlika je le v torzijski ukrivljenosti,
saj ima pritisnjena kroznica le to zmeraj enako 0, saj je ravninska krivulja.

= N(so).
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NALOGA 1.23. Naj bo 7(s) naravno parametrizirana ravninska krivulja, tako
da je x'(s) > 0 (ukrivljenost strogo naras¢a). Naj bo s; < so. Pokazi, da
pritisnjena kroZnica pri so v celoti lezi znotraj pritisnjene kroznice pri s;. Ali
ima taksna krivulja lahko samopresecisca?

RESITEV. Polozaj sredis¢a pritisnjene kroznice je enak

]_ —>
S(s)y=7 ——N(s).
()= 7(s)+ =N ()
Velja N
= T1TB—kT K = K =
S'(s)=T wmor FN=_EN.
() * K K2 K2
Velja S(s2)—S(s1) = 7% 5'(s) ds. Sedaj lahko ocenimo razdaljo med srediséema

S1

1S(s1) — S(s2)] < / 15/ (s)] ds

S1

Velja stroga neenakost. Res, denimo, da bi za nek sq, so veljalo

1S(s1) — S(s2)| = / '(s)] ds

S1
To bi pomenilo, da je del krivulje S(s) med s; in so premica. Ker pa je odvod
/

R —
S/(S) = —EN

—
vektor nekonstantne smeri (N spreminja smer), dejansko nimamo opravka s
premico.

Dobimo torej

[T s = [ 5 g = - g = pen) - Riss),

kjer je R(s) radij ukrivljenosti v tocki 7°(s). Torej je
R(s1) > R(s2) +[S(s1) — S(s2)],

kar pomeni, da pritisnjena kroznica v 7 (s3) strogo lezi znotraj pritisnjene
kroznice v 7(s1). Krivulja tui ne more sekati sama sebe, saj ¢e bi imeli
7 (s1) = 7T (s2), bi pritisnjena kroznica v 7 (s1) vsebovala totko 7 (s3), ki pa je
del pritisnjene kroznice skozi 7(s3).

NALOGA 1.24. Naj naravno parametrizirana krivulja 7 (s), s € I opisuje desni
rob ceste. Kaksna je lahko maksimalna Sirina ceste, da bo tudi levi rob regularna
krivulja (t.j. da ne bo imel ostrih robov)?

RESITEV. Levi rob ceste parametriziramo z
B(s)=T(s) + dN(s),
kjer je d Sirina ceste. Poglejmo, kdaj je p(s) regularna parametrizacija:

7(s)=T+dN' =T —drT = (1 —dr)T .
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Vidimo, da gre za regularno parametrizacijo, ¢e izberemo

1
inf —.
d<£1/<;(s)

NALOGA 1.25. Denimo, da je vsa informacija, k} jo poznamo o naravno para-
metrizirani prostorski krivulji vektorska funkcija B(s) in podatek, da je 7(s) > 0
za vsak s. Pokazi, da ta dva podatka dolocata 7(s) in k(s), oz. kar celotno kri-
vuljo.

RESITEV. Iz Frenetovih formul dobimo B’ = —Tﬁ, torej vidimo, da ¢e po-
znamo B(s) od tod dobimo najprej

T=—|B
in nato e N (po predpostavki je 7(s) > 0)
N = — = .
| B
Vektor T = N x E, kar nam da Se Kk = \T’| Ker poznamo T, z integracijo

(pri izbiri zadetne tocke, glej naslednjo nalogo) dobimo parametrizacijo krivulje.
Lahko pa se seveda sklicemo na fundamentalni izrek o krivuljah, ki pravi, da s
in 7 do translacije in rotacije natan¢no doloc¢ata krivuljo.

NALOGA 1.26. Izberimo poljubno enotsko vektorsko funkcijo 7 : [a,b] — R3
(daje |T(s)| =1 za vsak s € [a,b]). PokaZi, da obstaja naravno parametrizirana
krivulja 7°(s) za katero je 7'(s) = T'(s).

RESITEV. 7(s) = [, T(t) dt.

NALOGA 1.27. Dano je vektorsko polje ¥ : R® — R3, ¥(z,y, 2) = (0,2, 1).

1. Naj bo 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) taksna krivulja, da je 7(¢) povsod pra-
vokoten na U. PokaZi, da je temu pogoju zados¢eno natanko tedaj, ko
velja

z=—xy.

2. PokaZi, da obstaja krivulja, vseskozi pravokotna na v, ki povezuje tocki
(0,0,0) in (0,0,Az). (Namig: pokazi, da lahko izberemo, tak r, da je
iskana krivuja oblike, (t) = —r 47 cost, y(t) = rsint in ustrezen z(t), ko

t € [0, +2n]).

3. Naj bosta (o, Yo, 20), (z1,y1, 21) € R poljubni tocki. Pokazi, da obstaja
krivulja, vseskozi pravokotna na v, ki povezuje ti dve tocki.

RESITEV. 1. Veljati mora 7 (t) - T(7(t)) = 0, kar nam da pogoj

yr+2=0= 2= —xy.
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2. Iz namiga dobimo (in pogoja, da je z(0) = 0)
2

5= —r?cost —r?cos’t = z(t) = f%(t+ (24 cost)sint).

Denimo, da je Az > 0. Potem v primeru, da vzamemo r = \/g, velja
z(=2m) = Az.
Ce je Az < 0, potem pri 7 = \/§ velja
z(2m) = Az.

3. Vzemimo z(t) = xo+t(x1 —x0), y(t) = yo +t(y1 —yo). 1z pogoja z = —xy
najprej dobimo

2(t) = 20— / (v1—90) (o4 7(1 —20)) dr = 20— (s —y0) (Tot+ L (z1—0))

Pot
7(r) = (2(t),y(t), 2(t)) t€0,1]
se zatne v tocki (zg, Yo, 20), konca pa tocki (1, y1, 20 — %(mo—i—xl)(yl —10))
in je vseskozi pravokotna na polje U. Sedaj pa lahko dolo¢imo Az iz
primerjave tock (z1,y1,21) in (z1,y1,20 — %(a:o + 21)(y1 — yo)), kar nam
da
Az =12z — (20 — %(xo +21)(y1 — Yo)) -

Vzamemo r = ,/% in pot oblike

7“2

P(t) = (x1—r+rcost,y;+rsint, (zo—%(ato—i—xl)(yl—yo))

Potem je p(£27) = (x1, 1, 21).

Naroca 1.28. Dolo¢i obliko tal po katerih se bo kvadrat stranice 2 kotalil (z
zdrsavanjem) tako, da bo njegovo sredis¢e na konstantni visini, kotaljenje pa bo
taksno, da bosta translacijska in kotna hitrost kotaljenja konstantni.

RESITEV. Denimo, da se sredisc¢e kvadrata giblje po z-osi s hitrostjo v, kvadrat
pa se vrti s kotno hitrostjo w. Parametriziramo gibanje to¢k spodnje stranice:

7(s,t) = (vt,0) + (—sin(wt), — cos(wt)) + s(cos(wt), —sin(wt)) .

Iskana oblika tal je potem ravno ogrinjaca te druzine krivulj. Ozna¢imo para-
metrizacijo ogrinjace z R(t). Za vsak ¢ obstaja ustrezna vrednost s(t) za katero
velja N

R(t) = 7(s(t),1)

ter, da je 7(s(t),t) tangentna na E(t). Odvajamo

5 (t+(2+-cost) sint)) .
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Ker mora biti &t vzporeden z T, je torej tudi 7, vzporeden z 7. Dobimo torej
pogoj
?t X ?S =0.

V naSem primeru dobimo iz zgornje enacbe pogoj

s(t) = %sin(wt) .

Oblika tal je torej dana z

]_%)(t) = (vt,0) + (—sin(wt), — cos(wt)) + 2 sin(wt)(cos(wt), —sin(wt)) .

Za nobeno izbiro v,w oblika te ogrinja¢e ne ustreza grafu funkcije y = 1 —
cosh(z), torej je nemogoce najti tla po katerih se bo kvadrat kotalil s konstantno
translacijsko (vektorsko) in kotno hitrostjo.

NALOGA 1.29. Poisci vse like D in pripadajoce oblike tal, tako da se os lika
D premika enakomerno po horizontalni osi in vrti enakomerno okoli te osi, ter
hkrati kotali po podlagi.

RESITEV. Naj bo oblika lika dana z naravno parametrizirano krivuljo (z(s), y(s)).
Gibanje je dano z

7(s,t) = (vt,0) + x(s)(cos(wt), — sin(wt)) + y(s)(sin(wt), cos(wt)) .

Tla so dana z ogrinjaco te druzine. Naj bo s(t) ustrezna tocka na liku D, kjer je
lik ob vsakem ¢asu dotika ogrinjace. Naj bo ty poljuben trenutek. Potem velja
(hitrost to¢ke v dotiku je 0)

d —
% r (S(to), t) = (07 O) s
oziroma 7 = 0, kjer se lik dotika tal.

Dobimo

7t = (v,0) + wz(s)(—sin(wt), — cos(wt)) + wy(s)(cos(wt), — sin(wt)) = (0,0) .

Dobimo
2(s(t)) = %sin(wt) y(s(t)) = —g cos(wt) .

Tocke lika v dotiku tal morajo torej biti od osi vrtenja oddaljene za . Ker gre
za kotaljenje, lik D prej ali slej naredi cel obrat, torej morajo biti vse tocke na
robu lika od osi oddaljene za Z.

Zakljucek je, da le krog na ravni podlagi izpoljnjuje pogoje naloge.
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NALOGA 1.30. Poisc¢i ravninsko krivuljo, katere radij ukrivljenosti na zacetku
znaSa Rj, na razdalji £ pa Rs in se enakomerno spreminja v odvisnosti od
dolZine.

RESITEV. Veljati mora

1 _
K(S)ZRil—i_%S'

1 _ 1
Ry Ry

Ker velja r(s) = ¢'(s) = - + s, dobimo

od koder dobimo
1

S ] —_ 71
= + e —_ = d

‘ 1w
= i —t 4 T2 42 ) gt
y(s) =wo +/0 sin (a TRt T

NALOGA 1.31. Pois¢i ravninsko krivuljo, katere ukrivljenost na zacetku znasa
0, na razdalji £ pa k in se enakomerno spreminja v odvisnosti od dolzine.

RESITEV. Veljati mora
Kk(s) = as

za nek sorazmernosti koeficient o > 0. Ker velja r(s) = ¢'(s) = as, dobimo

1

o(s) = 50(52 + 5,

od koder dobimo
° 1 2 s . 1 2
x(s) = wo + cos | s + 3 dt y(s) =yo + sin ( s + 3] dt.
0 0

NALOGA 1.32. Pois¢i naravno parametrizirano ravninsko krivuljo, ki se za¢ne
v tocki (0,0) z zacetnim odvodom (1,0), z lastnostjo, da je njena predznacena
ukrivljenost enaka z-koordinati tocke na krivulji.

RESITEV. Predznacena ukrivljenost je ravno ¢'(s), torej mora veljati
¢'(s) = x(s).

Iskana resitev je dana s sistemom diferencialnih enac¢b

(s) = x(s)

(s) = cosp(s)

(s) = sing(s).

pri zacetnih pogojih ¢(0) = 0, (0) = 0 in y(0) = 0.

/
/
/

< 8 €
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08

Slika 1.2: Primer krivulje, za katero je k(s) = s.

NaLoGa 1.33. Doloéi (dolzinsko) gostoto fleksibilne vrvice dolzine L, tako da
pod vplivom teZnosti zavzame vnaprej predpisano obliko 7 (¢) = (z(¢),y(t)),

t € la,b] (f7|7|(t)dt = L).

RESITEV. Naj bo krivulja naravno parametrizirana in naj bo p(s) gostota vr-
vice in f(s) napetost v vrvici. Potem imamo ravnovesno enacbo

F'(8)7"(s) + f(s)7"(s) = (0,p(s)g),

oziroma po komponentah

f'(9)a'(s) + f(s)a"(s) = 0
() (s)+ f(s)y"(s) = p(s)g-

Iz prve enacbe dobimo z’f’ + z”f = 0 oziroma z’f = C, torej mora veljati

f(s)= m,?s). Vstavimo f/(s) = —Z?(/;()Z) v drugo enacbo in dobimo

y'(s)z"(s) _ _¢'(s)

'(s)? cos® p(s) *

p(s)g _ 2'(s)y”(s)
C x

7 nekoliko posrednega odvajanja lahko zgornji izraz zapiSemo za poljubno pa-
rametrizirano krivuljo 7(t) = (x(¢), y(t)), in sicer dobimo:

pltlg _ @i — ji
¢ 2|7

Rezultat lahko zapiSemo tudi v obliki

p(t)g |72
c - iz

kjer je k, predznacena ukrivljenost dane krivulje. Med drugim to pomeni, da je
naloga zmeraj resljiva, ¢e je & # 0 in s, > 0, saj lahko potem iz zgornje enacbe
najdemo iskano gostoto p(t) > 0.
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Slika 1.3: Primer krivulje, za katero je kp(s) = x(s).

NALOGA 1.34. V dolg kanal katerega stene so narejene iz fleksibilnega materi-
ala nalijemo vodo. Dolo¢i obliko stene kanala (na kakSen nacin se pod vplivom
vodnega tlaka stena uslo¢i).

RESITEV. Denimo, da je gladina vode na visini H. Za majhen koS¢ek stene
dolzine ds imamo ravnovesne enacbe (predpostavljamo naravno parametrizacijo
(z(s),y(s)) in f(s) je napetost v steni):

pg(H —y)y'ds + 'z’ + fa" =0  —pg(H —y)a'ds + f'y' + fy" = 0.

Prvo ena¢bo pomnozimo z z’, drugo z 4/, sestejemo in dobimo f’ = 0 oz napetost
je konstantna fo. Upostevamo, da je (z/,y") = (cos ¢(s),sin p(s)):

o'(s) =L —y).

fo
Dobimo sistem diferencialnih enacb:
pg
¢'(s) = —(H-y)
fo
' (s) = cosp(s)
y'(s) = sing(s).

Za resitev (numeri¢no) potrebujemo e ¢(0),z(0),y(0).
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Slika 1.4: Primer oblike stene kanala (iz fleksibilnega materiala) v katerega
nalijemo vodo.

NALOGA 1.35. Pois¢i ravninsko krivuljo, ki opisuje idealen tir vlakca za za-
bavis¢ni park. Bolj natan¢no, krivulja naj bo taksna, da delec, ki potuje (brez
trenja in pod vplivom gravitacije) po krivuji ob¢uti konstanten ’pritisk v sedez’.

RESITEV. Delec se po krivulji giblje brez trenja in le pod vplivom sile teze,
tako da se ohranja vsota potencialne in kineti¢ne energije:

1
mgy + imv2 = konst.

Hocemo, da je centrifugalna sila (t.j. sila krivulje na delec) ves ¢as konstantna:
kmw? = mgy — mgcos g,

kjer je k ukrivljenost krivulje in gg Zeljena g-sila. Denimo, da krivulja gre
vodoravno skozi to¢ko (0,0) in naj ima delec hitrost vy pri y = 0. Potem se

ohranitev energije glasi
cle ol
—v° = —vj .
9y B 50

2

Upostevamo, da je x(s) = ¢'(s) in kmv? = mgy — mg cos ¢, od koder dobimo

<)0/( ) — go — gcos
vg — 2gy(s)

Resitev problema je torej krivulja, ki jo dobimo kot resitev sistema diferencialnih
enach

’ ~ Go—gcosp
7= )
2'(s) = cosp(s)
J(s) = sing(s).

pri zacetnih pogojih ¢(0) = 0, (0) = 0 in y(0) = 0.
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Slika 1.5: Primer oblike tira idealnega vlakca za zabavis¢ni park.
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Ploskve v R?

(¢ Parametrizirana ploskev ali (plodcica) v R? je gladka preslikava
7:D—R3 7 (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),

kjer je D C R? obmodije.
Ploskev je slika preslikave 7, preslikavi ¥ pravimo tudi parametrizacija plo-
skve.

Parametrizacija je regularna, ée ima Jacobijeva matrika d7 (u,v) poln rang
za vsak (u,v) € D.

(& Mnozica P C R? je 2-dimenzionalna mnogoterost v R3, ¢e za vsak x € P
obstaja odprta okolica x € U C P in preslikava

7: D" CR* -5 R?,

da velja:
1. 7 slika odprto obmocje D homeomorfno na U.

2. 7 je gladka preslikava za katero velja, da ima Jacobijeva matrika d7v (u, v)
poln rang za vsak (u,v) € D.

Preslikavi 7 pravimo lokalna regularna parametrizacija oli lokalna karta
mnogoterosti P.

(€' Naj bo f:R®> = R gladka preslikava in

P ={(z,y,2) € R?| f(z,y,2) = 0} .
Ce je gradf(z,y,z) # 0 za vsak (z,y,z) € P, potem je P 2-dimenzionalna

mnogoterost v R3.

(&' Prva fundamentalna forma. Dana naj bo lokalna karta ploskve o : U —
R3,
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Naj bosta x = {Z} my = [g] tangentna vektorja na U. Standardni skalarni
produkt v R? vektorjev doz in doy je

z"do"doy = [a b [? g] [g} )

kjer je 2 x 2 matrika dana z

Irp = [g g} =do?l do,

t.i. prva fundamentalna forma, oziroma
E=o0y,-0, F=0,-0, G=0,-0,.

Povrsina dela ploskve, ki je dan s parametrizacijo o je

P = ﬂ VEG — F2dudv.
U

Naj bo 7(t) = o(u(t),v(t)) krivulja na ploskvi. Potem je dolZina krivulje
dana z

b
é:/ VEW2 + 2Fuh + G2 dt .

(&' Preslikave med ploskvami. Naj bo ¢ : S — R preslikava med ploskvama,
kjer naj bosta obe parametrizirani na isti mnoZici U, tako da komutira diagram
na spodnji sliki.

AT

A

S
-’

w

To med drugim pomeni, da je p dolocena z o in ¢ oziroma o in p dolocata
¢. Oznacimo o
E F| . r E F| . r
Velja:

1. Preslikava ¢ je lokalna izometrija, ce d¢ ohranja dolZine tangentnih
vektorjev. Ker je dpdox = dpx mora torej veljati |dox| = |dpzx|, oziroma

2TdoTdox = 2TdpT dpx oz. doTdo = dpTdp,

Fd-[k e

torej mora veljati
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2. Preslikava ¢ je konformna, e ohranja kote med tangentnimi vektorji.
To pomeni, da lahko zapisemo d¢ = AQ, kjer je A € R ter Q@ € O(3)
(taksna, ki tangentne vektorje slika v tangentne in normalo v normalo).
Ker velja dp = M\Qdo, torej

dpTdp = MdoT QT \Qdo = N2do T do

E F| 2 E F
F G F G
8. Preslikava ¢ ohranja povrsine, ce za vsak W C U wvelja

fj\/EG— F2 dudv = ﬂ VEG — F2dudv,
w w

torej

kar nam da pogoj za ohranjanje povrsin

EG—-F?>=EG - F?.

(& Zemljevidi. V posebnem primeru, ko je R del ravnine R? pa lahko zapisemo

p(u, U) = (a:(u,v),y(u,v)) )

in pravimo, da je im(p zeml]emd ploskve S.

@“ﬁ@

) ‘

1l

Pogoja za izometricnost in konformmnost sta enaka kot prej, pogoj za ohra-
njanje povrsin pa lahko zapisSemo kot:

VEG — F? = |2,Yy — Toulol -

(£ Lastnosti parametrizacije. V primeru, da nas zanima ali je sama parame-
trizacija o lokalna izometrija, konformna ali ohranja povrsine, pa lahko samo
parametrizacijo o oz. njen inverz o=t (glej sliko) gledamo kot presliavo s ploskve
na ravnino in prejsnje kriterije uporabimo za o~ L.
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V tem primeru je p = id in dobimo:

1. Parametrizacija o je izometrija, ce
E F| |1 0
F G| |0 1|~
2. Parametrizacija o je konformna, ce
E F] [X 0
F G| |0 x|~
3. Parametrizacija o ohranja povrsine, ce

EG-F*=1.

(¢ Druga fundamentalna forma. Naj bo o(u,v) parametrizacija ploskve S
i 1 izbrana orientacija ploskve. Druga fundamentalna forma je 2 x 2 matrika

dana z
L M
M NJ|°

L=o,.7 M=oc,,7 N =o0,,7.

kjer je

Koeficiente L, M, N dobimo lahko tudi iz Taylorjevega razvoja funkcije o(u,v) -
7 (ug,vo) okoli neke tocke (ug,vy).

Gaussova ukrivljenost ploskve je
LN — M?
K=———.
EG — F?

Povprecna ukrivljeost ploskve je

1LG-2MF+ NFE

H=—
2 EG — F?

(¥ Normalna in geodetska ukrivljenost. Naj bo 7(s) naravno parametri-
zirana krivulja na orientirani ploskvi S. Potem je normalna ukrivlijenost dana
z

—1—>
n

Kp =T



i geodetska ukrivijenost z

== —>/

Kg=T" (0 xXT").
.2 2 2

Velja k = Ky, + Ky.

Velja $e (za poljubno parametrizirano krivujo 7 (t) = o(u(t),v(t)))

Li? + 2Mii + N2
T B2 ;2R + Go?

(¢’ Glavne ukrivljenosti. Stevilom k pri katerth ima sistem

(b ¥ =[7 €)=

39

netrivialne resitve, pravimo glavne ukrivljenosti. Sta najve¢ dve razlicni taksni

Stevili k1, ko in pripadajoca vektorja [ﬂ sta pa glavni smeri.
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NALOGE

NALOGA 2.1. Naj bo U° C R? in f : U — R gladka preslikava. Pokazi, da
je mnozica

P ={(z,y, f(z.y) € R?|(z,y) € U}
2-dimenzionalna mnogoterost v R3.

RESITEV. Parametrizacija

o:U—R3 o(z,y) = (z,y, f(z,y))

je regularna, saj je
O-x:(laomfx) O.y:(ovlafy)'

Zozitev projekcije pr : R3 — R2 pr(z,y, z) = (x,y) predstavlja inverz preslikave
o : U — im(o), torej je o homeomorfizem U — im(c).

NALOGA 2.2. Parametriziraj sfero, valj, torus, Mobiusov trak in za vsako od
teh parametrizacij dolo¢i prvo fundamentalno formo.

RESITEV. 1. Standardna enotska sfera S2:
a(p,¥) = (sind cos @, sindsinp,cosd) ¢ € [0,2n], I €[0,7].

Velja

o, = (—sindsin g, sin cos ¢, 0)
oy = (cos ¥ cos p, cos ¥ sin ¢, — sin 1)

in dobimo

[E F] [5111213l O]
Ipp = F G = .

0 1
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2. Valj radija R in viSine H:

a(p,z) = (Rcosp, Rsing, z) ¢ €[0,2n], z€[0,H].

Velja
o, = (—Rsinp, Rcos ¢, 0)
019:(070)1)
in dobimo
oo |E F]_[R* O
FE=IlF Gl |0 1]

3. Torus vedjega radija a in manjSega radija b:
o(u,v) = ((a+bcosv) cosu, (a+bcosv) sinu,bsinv) u € [0,2n], v € [0,2n].

Velja

oy = (—(a+beosv) sinwu, (a + beosv) cosu,0)

o, = (—bsinw cosu, —bsin v sin u, b cos v)

in dobimo

EF}

{ [(a—i—bcosv)2 0
Irr=1p @

0 b?
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4. Mobiusov trak vecjega radija a in Sirine b:

[SliISy

o(u,v) = ((a+vcos 5) cosu, (atvcos 5)sinu,vsing) wu€[0,27], wve [—g,
Dobimo
E F 3+ a%+2acos ¥+ <BL
_ — |1 2 2
Irr = [F G] - { 0 1

T
i
i

I
i

;?‘

i
{\{{{i{l\l{?
R
\&

e
=+

i
|

NALoGA 2.3. Dana naj bo standardna parametrizacija enotske sfere
(A, @) = (cospcos A, cos psin A, sin ) .

Poiséi krivuljo, t.i. loksodromo, ki seka vse krivulje A = konst. pod kotom «.

RESITEV. Pogoj je
dyp = cos ptan adX,

kar nam da
In(tan(Z + §)) = tana A+ C,

oziroma
_ tan o A
@ = 2arctan(De"™" %) — 7.
V posebnem primeru, kjer vzamemo o = 7 in ¢ = 0 pri A = 0, dobimo

¢ = 2arctan(e*) — I .
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NALOGA 2.4. Ploskev P naj bo dana s parametrizacijo
o(u,v) = (u+v,u—wv,1) u,v € (0,00),
ploskev S pa s parametrizacijo
plu,v) = (2uv, —2,u? — v?) u,v € (0,00).

Katere lastnosti (izometri¢nost, konformnost, ohranjanje povrsin) ima presli-
kava

o P=S
o o(u,v) — p(u,v).

RESITEV. Izrac¢unamo prvi fundamentalni formi

20 8v2 0
L=lo 3] w=[%

Preslikava @ je torej nima nobene od nasStetih lastnosti.
10" ! ' i ' '

NALOGA 2.5. Pois¢i kaksno konformno preslikavo in preslikavo, ki ohranja
povrsine z enotske sfere S2 v ravnino.

RESITEV. Vzamemo standardno parametrizacijo enotske sfere

a(X, p) = (cos @ cos A, cos psin A, sin @) .
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Preslikava v ravnino R? je oblike

P, ) = (N 9), y(A, 0)) -

Vzemimo sedaj z(A, ¢) = A.
Pogoj konformnosti je sedaj obstoj funkcije ¢(A, ), da je
[1 + 93 y,\yﬂ _ 2 [coS2 0 0}
Y Yy y?o 0 1

—L . Dobimo torej
cos? ¢

Od tod dobimo, da je y odvisen le od ¢ in ¢ =

1
cosp’

Yp =

kar nam da
y(p) =In(tan($ + §)) + C.
Ce zahtevamo Se y(0) = 0 dobimo resitev (Mercatorjeva projekcija)
p(A, ) = (A, In(tan(5 + 7)) -

Opazimo, da se krivulje na sferi s prej$nje naloge slikajo v premice v ravnini.
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Preslikavo, ki ohranja povrsine zasnujemo na enak nacin, kjer dobimo sedaj
POgoj
Yp = COS

kar nam da ob pogoju y(0) = 0 resitev (Lambertova projekcija)

p()‘v p) = (/\a sin ()0) :

NALOGA 2.6. Pois¢i kaksno konformno preslikavo in preslikavo, ki ohranja
povrgine s torusa T? (z radijema a,b) v ravnino.

RESITEV. Vzememo standardno parametrizacijo torusa
o(u,v) = ((a+ bcosv) cosu, (a+ bcosv) sinu, bsinv) ,
ki ima prvo fundamentalno formo enako

(a+bcosv)? 0
0 b2

Preslikavo v ravnino p(u,v) = (z(u, v),y(u,v)) vzemimo tako, da je z(u,v) = u.
Ce zahtevamo, da je preslikava iz torusa v ravnino konformna dobimo pogoj

b

Yo = ¥ beosv’
kar nam pri pogoju y(0) = 0 da resitev

p(u,v) = (u, \/agbsz arctan( ‘;—;g tang)).

Na enak nacin zastavimo pri preslikavi, ki naj ohranja povrsine. Dobimo

Pogoj
Yy = bla+ bcosv),

kar nam da resitev y(0) =0

p(u,v) = (u,abv + b*sinv) .



46 POGLAVJE 2. PLOSKVE V R3

NALOGA 2.7. Naj bo S rotacijska ploskev, dana s parametrizacijo
o(p, z) = (sin(z) cos p, sin(z) sin ¢, z) ¢ €[0,27], z € [0,7].
Pois¢i kaksno preslikavo S — R?, ki ohranja povrine.

RESITEV. Prva fundamentalna forma je enaka

sin® 2 0

0 1+ cos?z

Za preslikavo v ravnino vzamemo npr. p(¢, z) = (¢, y(2)), od koder nam pogoj

ohranjanja povrsin da
y'(2) = sin2y/1 + cos? 2.

Dobimo (pri pogoju y(0) = 0)

p(e, 2) = (o, ln(m)W

NALoGA 2.8. Naj bo S rotacijska ploskev, dana s parametrizacijo
o(p,r) = (rcos g, rsinp,r?) p € 10,2n], r € [0,00) .

Poic¢i kaksno preslikavo S — R?, ki ohranja povrsine. Konkretno doloéi to

preslikavo, ko je f(r) = r2.

RESITEV. Prva fundamentalna forma je enaka
2 0
0 1442

Za preslikavo v ravnino vzamemo npr. p(¢,r) = (R(r) cos ¢, R(r) sin ¢), ki ima
prvo fundamentalno formo enako

[ o
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Pogoj ohranjanja povrsin da
1
RR (r)=rV1+ 42 = §R2+C=/r\/1+4r2dr.

Dobimo ob pogoju R(0) = 0 resitev

R(r) = \/é(\/1+4r23—1),

oziroma

plp,r) = (\/%(\/ 1+ 47’23 —1)cosp, \/%(\/ 1+ 47’23 -1) Sin<p> .

NALOGA 2.9. Naj bo ¢ : S — {N} — R? stereografska projekcija z enotske
sfere (brez severnega pola) v ravnino. Ali je izometrija? Ali ohranja povrine?
Ali je konformna?

RESITEV. Stereografska projekcija S — {N} — R? je dana z

r oy
—
(2,9,2) (1_z, 1_z)

7 inverzom

2x 2y 1422+
o(z,y) = 2 20 2 27 2 2 )
14224y 1+22+y?" 1+2° 4y
Preslikava ¢ ima prvo fundamentalno formo oblike
4
[w 0 1

4
(1+l‘2+y2)2
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torej gre za konformno preslikavo.

NALOGA 2.10. Parametrizacija ploskve naj bo dana z

o(u,v) =v(u) +va,
kjer je v(u) naravno parametrizirana krivulja in @ € R? konstanten vektor. Do-
lo¢i @ tako, da bo ¢ izometrija (oz. konformna oz. da bo ohranjala poversine).
RESITEV. Dolo¢imo prvo fundamentalno formo

1 v d

lo = [v-a |6|2] '
Preslikava o je lokalna izometrija natanko tedaj, ko je |@| = 1 in 4/(s) L @.
Krivulja v je torej lahko poljubna naravno parametrizirana ravninska krivulja,
ki leZi v poljubni ravnini pravokotni na enotski vektor @.

Zgornji pogoji so tudi natanko tisti pri katerih bo ¢ konformna.
Pogoj ohranjanja povrsin je

kar je ekvivalentno pogoju (y'- @)? = |@|* — 1. To pomeni, da mora biti |a@| > 1
in~'-@ = konst., oziroma bolj natanéno, kot « med 4" in @ mora biti konstantno

takSen, da velja
@) -1

| | .

Cosx =

Ta problem smo resili ze nalogi [[.21]

NALOGA 2.11. Poisée vse konformne preslikave R? — R2.
RESITEV. Oznadimo iskano preslikavo s o(z,y) = (u(z,y),v(z,y)). Njena prva
fundamentalna forma je enaka

I — ufc + vfc Ug Uy + Vg Uy

T (uguy 4+ U0y “3 + ”2
Pogoj za konformnost je

2 2
us + vy Uz Uy + VpUy | 21 0
{umuy + vz 0y ug + vg =Az.9) 0 1|°

To pa pomeni, da sta vektorja (ug,vs;) in (uy,v,) pravokotna in enako dolga,
oziroma velja

(Uas Vo) = £(=vy, uy) -
Funkeiji u(z,y) in v(x,y) sta torej taksni, da velja

Uy = Vy IN Uy = —Vy
ali

Uy = —Vy IN Uy = Vg .

Vidimo, da so konformne preslikave R? — R? ravno vse holomorfne in konjugi-
rano holomorfne preslikave (kjer identificiramo R?2C).
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NALOGA 2.12. Preslikaj enotsko sfero brez juZnega pola na zgornjo odprto
polsfero primernega radija R tako, da se bodo ohranjale povrsine.

RESITEV. Enotsko sfero parametrizirajmo kot
a(p,¥) = (sind cos p, sin J sin p, cos ) v €10,2n] V[0, ),
zgornjo polsfero radija R pa kot
p(p, ) = (Rsin F(9) cos p, Rsin F(9) sin ¢, R cos F(¥)) v €[0,2nr] I[0,m),

kjer funkeijo F(¢) poiséemo tako, da se bodo ohranjale povrsine. Prvi funda-
mentalni formi sta

I sin?® 0 j— R?sin® F(9) 0
71 0 1 L 0 R2F'(9)2.

Pogoj ohranjanja povrsin pravi, da morata biti determinanti prvih fundamen-
talnih form enaki, kar pomeni

sin? 9 = RYF'(9)%sin? F(9),
kar nam z eno od izbir predznaka da
sing = R?F'(9) sin F(9).

Inegriramo obe strani in dobimo

R%cos F(¥) = cosv + C'.

Pogoj F(0) = 0 nam da C = R? — 1, pogoj F(r) = Z pa R = v/2. Vidimo,
da res dobimo pravi radij polsfere R = /2, saj je povriina enotske sfere ravno
enaka polovici povrdine sfere radija /2 in konéna resitev je

F(¥) = arccos (ﬂ?) = arccos (cos® 7).

2
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NALOGA 2.13. Dana naj bo parametrizacija enotske sfere
o(p,¥) = (sin? cos p, sin ¥ sin ¢, cos ) w €[0,7] ¥ €[0,7].

Doloéi funkciji F (), G(¢9) tako, da bo preslikava p o 01 lokalna izometrija za
ploskev s parametrizacijo

plp, 9) = (F(9) cos 2, F(9) sin 26, G(9)) € [0,7] 9 € [0,7].
RESITEV. Iz prvih fundamentalnih form dobimo pogoja
2F (W) =siny  F?4+G? =1,

kar nam da

gy,
i
!

g/
L

Vidimo, da dele sfere (za razliko od celotne sfere) lahko nekoliko izometri¢no
zvijamo’. Konkretno, resSitev te naloge pravi, da je oblika zvijanja polovice
teniske Zogice, prikazanega na spodnji sliki, izometrija.
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NALOGA 2.14. Dana je ploskev S s parametrizacijo
o(u,v) = (cosu,cosv,sinu + sinv) u,v € (0,7).

Doloé¢i prvo fundamentalno formo ploskve. Ali bi ploskev S lahko pokrili s
kosom blaga (0, 7) x (0, 7) tako, da se blago ne bi nikjer nagubalo?
RESITEV. Prva fundamentalna forma je oblike

1 COS U COS U
COS U COS U 1

)

tako, da bi ploskev res lahko brez gubanja pokrili s kosom blaga.

Parametrizaciji ploskve, katere prva fundamentalna forma je oblike

{F@i g 1 U)] /

pravimo CebiSeva mreza.

NALOGA 2.15. Naj bo bo 7(t) poljubna pot na enotski sferi orientirani z
zunanjo normalo. PokaZi, da je normalna ukrivljenost poti enaka —1.
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RESITEV. Naj bo pot naravno parametrizirana. Velja 7°(s) - 7(s) = 1. Potem
je
—>—>/ —>—>//

rr =0=nr"=-1=kxK,.

Lahko se pa tudi dolo¢i E, F,G, L, M, N:

E=cos’¢p F=0 G=1 L=—-cos’¢p M=0 N=-1.

_ cos? 90}\2 + @2 _

— cos2 SD}\Q — 2

NALOGA 2.16. Dana naj bo orientirana ploskev S s parametrizacijo ¢ in nor-
malo 7. Zapidi vektorja 7, in 7, kot linearno kombinacijo vektorjev oy, os.

RESITEV. Velja nw = 1, tako da je

torej je Ty = aoy + bo, in T, = coy + do, .
Velja pa se dodatno 0,7 = 0 in 0,7 = 0 od koder z odvajanjem dobimo

Oully=—L o,y =0,y=-M o,m,=—-N,

kar nam da sistem enacb

a c
—II1=1 {b d} .
Ozna¢imo z W = —I~'II t.i. Weingartnovo matriko in dobimo da so torej

iskani koeficienti elementi matrike W'.

NALoGA 2.17. Naj bodo L = M = N = ( za dano parametrizacijo ploskve S.
Pokazi, da je S del ravnine.

RESITEV. Po prej$nji nalogi dobimo, da je matrika W nicelna matrika, kar pa
pomeni, da je 7, = M, = 0 oziroma 7 je konstanten vektor, ploskev je del
ravnine.

Naroca 2.18. Dolod Gaussovo, povpreéno ukrivljenost in glavne ukrivljeno-
sti in glavne smeri Enneperjeve ploskve, dane s parametrizacijo

1 1
o(u,v) = (u— gug +uv?, v — §v3 +ou?, u? —v?).

RESITEV. Prva fundamentalna forma je oblike

I - (1+u?+v?%)? 0
7 0 (1+u? +0?)?

Ploskev naj bo orientirana z normalo

—
n =

Oy X Oy 2u 2v —14+u?+?
oy X 0] 14+ u2+v2" 14+u2+02" 1+u2+02



Druga fundamentalna forma je potem oblike

2 0
m-l o)

Pogledamo si netrivialne resitve sistema

(i R el g

ki je v naSem primerui oblike

(e L L A

Dobimo glavni ukrivljenosti

2 2
S S
(1 + u2 + v2)2 2

=1

K1 =

z glavnima smerema

iL=1

(1+u2+02)2
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To pomeni, da so poti ukrivljenosti ravno krivulje o(u,konst.) in o(konst.,v).

Gaussova ukrivljenost je

Povpreéna ukrivljenost je

NALOGA 2.19. Dana naj bo rotacijska ploskev s parametrizacijo

a(u,v) = (f(u) cos v, f(u)sinv, g(u)),

kjer naj bo (f(u),0,g(u)) naravno parametrizirana krivulja. Ploskev naj bo

orientirana v smeri vektorja o, X gy.
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1. Dolodi fundamentalno formo ploskve.

2. Dolo¢i glavne ukrivljeosti in glavne smeri.
3. Dolo¢i povpreéno in Gaussovo ukrivljeost.
4. Dolo¢i geodetsko ukrivljenost vzporednikov.

RESITEV. Prva fundamentalna forma je oblike

1 0
L=lo e
Normala je oblike 7 = (¢'(u)cosv,g'(u)sinv, —f'(u)). Druga fundamentalna
forma je oblike

B f//g/ _ g//f/ 0
11, = [ 0 e
Obe fundamentalni formi sta diagonalni, tako da poti ukrivljensti vzporedniki
in meridiani. Glavni ukrivljenosti sta

g/
Ky = f//g/ B g/lf/ Ky = — 2.
f
Povpreéna ukrivljenost znasa
1 g\ _f9f"—ffrg" -4
== mor et 9\ ]
3 (f g—9f 7 5

Gaussova ukrivljenost znasa

q "o " et
= — - .
K f(f g —=9"f)

Odvajamo zvezo f'? 4+ ¢? =1 = f'f" + ¢'¢" = 0, kar uporabimo v zgornji
formuli in dobimo

I RN o4 a0 M Al A0 A0 L
K= f(fg g'f") = 7 = 7 = 7

Geodetsko ukrivljenost vzporednikov izra¢unajmo na dva nacina.

1. Vzporednik pri ug naravno parametrizirajmo. Dobimo
Y(s) = (f (uo) cos 7rams, f (uo) sin 57—, g(uo)) -
Izracunajmo k4, = 7" (7 x 7). Dobimo

o J'(w)
! fluo)

2. Uporabimo formulo

_ Li? 4 2Miid 4+ No?
- Ba? +2Fu0 + Go? '

Kn
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ki se v naSem primeru vzporednika glasi (¢ =0, v = 1)

R (A
"R f

Za vzporednik velja k = %, torej je po formuli k? = k2 + &

2
g

f

kgl = = .

f

Za dolocitev predznaka zadosca premisliti o predznaku koli¢ine v (7 x /).
Denimo, da je ¢’ > 0. Potem normala 7 kaZe stran od z2-0si in v primeru,
da je f’ < 0 opazimo, da je kot med 7" in 7 x 4/ manjsi od %, torej je res

I
2

K/g:

NALOGA 2.20. Dolo¢i vse poti ukrivljenosti na torusu.

RESITEV. Lahko uporabimo prejsnjo nalogo, kjer izberemo
f(u) =a+bcos g(u) = bsin ¢,

kar pomeni, da so poti ukrivljenosti ravno krivulje o(u,vg) in o(ug,v).

NALOGA 2.21. Krivulja v na ploskvi S je pot ukrivljenosti, ¢e je ¥ povsod
enak enemu od glavnih vektorjev ploskve. Pokazi, da velja:
~ je pot ukrivljenosti na S natanko tedaj, ko je vektor 7 vzporeden 7.

RESITEV. Vemo

W= My + Ty0 = doW m

7 je pot ukrivljenosti natanko tedaj, ko je (1, ) lastni vektor W in dobimo,
da je ™ vzporeden 7.

NALOGA 2.22. Naj bo v presek ploskev 51 NS5 in naj bo v pot ukrivljenosti
na So. Pokazi, da je v pot ukrivljenosti na S; natanko tedaj, ko je kot med Sy
in Sy konstanten.
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RESITEV. Kot med normalama 777 in 75 je konstanten natanko tedaj ko velja:
ﬁlﬁg = konst. <— ’Tl”lﬁg + ﬁlﬁlz =0,

ker pa je 7' vzporeden 74 in hkrati pravokoten na 7; dobimo, da je kot kon-
stanten natanko tedaj, ko je

nimy =0.
1. Ce sta Ty in 7 linearno neodvisna, je ' vzp. 7; X M. Ker je m
enostski, je 7} pravokotne na 71, po predpostavki pa je tudi pravokoten

— - — — ’
na no, tore] ny vzp. ni X nmg 0z. vzp. .

2. Ce pa sta @, in @y linearno odvisna, pa je 71 = +77y, torej tudi 7} =
+7%, torej je tudi 771 vzp. 7.

Obratno, ¢e je v pot ukrivljenosti na Si, torej da je tudi 7} vzporeden 7/,
potem pa je

— — \/ —/ —> — —>/
(M1me) =M M+ 11m5 =0,

C sy /- - .y /-
saj je w4} vzporeden z ' in s tem pravokoten na ms in 75 vzporeden z v’ in s
tem pravokoten na 71, torej je kot res konstanten.

NALoGA 2.23. Pot na ploskvi je asimptoti¢na pot, ¢e ima k,, = 0. Pokazi, da
velja:

1. Premice v ploskvi so asimptoti¢ne poti.

2. Pot z nenicelno fleksijsko ukrivljenostjo je asimptoti¢na natanko tedaj, ko
je B||7.

3. Poisé¢i vse asimptoti¢ne poti na ploskvi

o(u,v) = (ucosv,usinv,lnu).

RESITEV. 1. Premica ima Ze sama po sebi nic¢elno ukrivljenost x = 0, torej
tudi «,, = 0.

2. Naj bo pot v naravno parametrizirana.
b =7 =0<=+" L7 < N L7 < B||7.
3. Pogoj Lu? + 2Mud + Nv? = 0 nam da

24+ =0 <=t =tuw < lnu=+v+C.
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NALOGA 2.24. Za poljuben K € R poisci kaksno ploskev s konstantno Gaus-
sovo ukrivljenostjo K.

RESITEV. Naj bo o(u,v) parametrizacija neke ploskve, s Gaussovo ukrivljeno-
stjo

LN — M?

Koluv) = pa—Fs -

Naj bo « > 0 in p(u,v) = ao(u,v) parametrizacija 'raztegnjene’ ploskve. Potem
je

o2(LN — M?)

Kp(u,v) = a4(EG—F2) s

torej K, = a2Kp. Za K = 0 imamo ravnino, za K = 1 imamo 52, torej
poglejmo le K = —1. Pois¢imo primer ploskve s parametrizacijo

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) )+ g% () =1.

Vemo, da je Gausoova ukrivljenost enaka K = —fTH. Dobimo torej pogoj za
funkcijo f(u) oblike

f"=f= f(u) = Ae" + Be ™.

Izberimo A =1 in B = 0, kar nam da f(u) = e*. Pogoj za g(u) dobimo iz zveze
f(u) + ¢g"*(u) = 1, ki nam da

gdu)=vV1—-e=gu)=v1-e—Inle"+Ve 2t —-1) u<0.

Dobimo t.i. psevdosfero:
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NALOGA 2.25. Dana naj bo ploskev s parametrizacijo o(u,v) in orientacijo
dano z enotskim normalnim vektorskim poljem 7 (u,v). Naj bo

F=l|loy o, 7|,

torej F je matrika katere stolpci so vektorji o,, o, in . Spomnimo se Se
Weingartnove matrike

w_ [E FI7[L M| _[a ¢
- |F G M N| |b d|’
kjer velja 7, = ao, + bo, in 7, = co, + do,.

Pokazi da velja:

1. Fy = FQin F, = FA, kjer sta Q in A matriki oblike

X xa X ok C
Q=% * b A= % d|,
L M 0 M N O

kjer so elementi oznaceni z *, funkcije koeficientov prve fundamentalne
forme E, F, G in njihovih odvodov.

2. Pokazi, da matriki €2 in A zadoS¢ata pogoju
Q, — Ay, = QA - AQ,

oziroma na kratko

Qp — Ay = [, A].
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RESITEV. 1. Velja

Fu=|0Owu Ouv ﬁ>u s
o
in velja
Ouu = k104 + koo + kS”_{a
od koder dobimo z zaporednim skalarnim mnoZenjem z 7, o, 0, pogoje:
ks =1L
in
1 1
OuuOy = §Eu =kiE+ kF Ounlo = Fy — §EU =k F + kG,

kar pomeni, da sta koeficienta k; in ko res odvisna le od F, F, G in odvodov
teh funkcij.

Podobno imamo
Oyv = k40u + ]{350'1) + kﬁﬁa

od koder dobimo
ke =M

in
1 1
OuvOy — §Ev = k4E + k5F OuvOoy = §Gu = k4F + k5G,

in tako naprej.

2. Velja torej F, = FQ in F, = FA. Veljati mora Se enakost meSanih
odvodov, torej

(FQ)y = (FA)u = FoQ+ FQ, = FuA + FA,

od koder dobimo
FAQ + FQ, = FQA + FA, .

Upostevamo, da je F obrnljiva matrika, in celo enakost mnoZimo z F !
in dobimo ravno

Q, — Ay =QA - AQ,
kar so t.i. Gauss-Codazzi-jeve enacbe in predstavljajo kompatibilnostni
pogoj med koeficienti prve in druge fundamentalne forme.

Opomba: V primeru, da imamo dano le prvo fundamentalno formo
Irp(u,v), kjier (u,v) € D (D enostavno povezano obmodje), potem je le ta
prva fundamentalna forma neke parametrizacije ploskve v R3, ¢e obstajajo ko-
eficienti L, M, N, ki zado$¢ajo Gauss-Codazzijevim enacbam. Res, ¢e taksne
L, M, N najdemo lahko konstruiramo matriki  in A in nato iz neke zacetne
vrednosti, npr. kar Id integriramo sistem parcialnih diferencialnih enach

Fu=FQ  F,=FA,

od koder dobimo F(u,v), od koder pa dobimo parametrizacijo o s Se eno inte-
gracijo sistema
Oy = ]:1 Oy = ]:27
kjer je F1 prvi stolpec matrike F in F» drugi stolpec matrike F.
V sploSnem pa je pri danih E, F, G koeficiente L, M, N tezko najti.
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NALOGA 2.26. Pois¢i kaksno ploskev s parametrizacijo o(u,v), katere prva
fundamentalna forma je oblike

kjer je T'(u) = u.
(Nasvet: izberi parametrizacijo rotacijsko simetri¢ne ploskve)

RESITEV. Naj bo
o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u))
izbrana parametrizacija, s prvo fundamentalno formo

_f/2_|_g/2 0
w50 R

Veljati mora f2 = T2 in f?+¢'? = T2. Dobimo torej (z neko izbiro predznakov)
fw)=T)  g'(u) = T(u)?—T'(u)?.
V primeru, da je T(u) = u dobimo

fwy=uv ¢ =vVuz-1=gu)= %\/u2 - 1—%ln(u~l— w?—1) u>1.

s

Spodnja slika prikazuje ploskev za u € (1,3) in v € (0, §).

NALOGA 2.27. Segrevanje materialov. Dana naj bo ploskev S s parame-
trizacijo o(u,v). Ploskev segrejemo tako, da je temperatura v tocki o(u,v)
enaka T'(u,v). Po vplivom temperature se material bodisi razsiri bodisi skréi.
Zactetna ploskev S se torej pod vplivom temperature zvije v neko ploskev P s
parametrizacijo p(u,v). Predpostavljamo homogenost materiala, za izhodis¢e
temperature vzamemo vrednost 1, ter Se dodatno spremenimo merilo tempera-
ture, tako da so relativni toplotni raztezki kar enaki temperaturi. Potem velja,
da je parametrizacija p taksna, da velja

I, =T%I,.

1. Naj bo S del ravnine s parametrizacijo o(u,v) = (u,v) in T(u,v) = u.
Doloéi ploskev P v katero se zvije ploskev S.
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2. Naj bo S del ravnine s parametrizacijo o (¢, ) = (rcos @, rsing) in T(p,r) =
%. Doloéi ploskev P v katero se zvije ploskev S.

3. Naj bo S del valja s parametrizacijo o (g, z) = (cos @, sinp, z) in T(p, z) =
z. Dolo¢i ploskev P v katero se zvije ploskev S.

RESITEV. 1. Velja I, = [(1) (1]], za p(u,v) vzamemo
p(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)),
/2 2
injel, = [f ?)—g ;)2] Ker je T'(u,v) = u dobimo pogoje

flwy=u ¢ =vuz-1

in dobimo
1 1
p(u,v) = (ucosv,usinv, 5\/152 -1- §ln(u+ VvuZ—1)).

Zvitje ploskve je prikazano na spodnji sliki:

2

2. Velja I, = [T

0 1}, za p(p, 1) vzamemo

plp, 1) = (f(r)cosep, f(r)sinp, g(r)),

2
injel, = [fO I _0|_g/2:|. Ker je T(¢,7) = L dobimo pogoje

=1 o=

in dobimo
p(p,1) = (cosgp,sinp, Inr).

Zvitje ploskve je prikazano na spodnji sliki. Opazimo, da se kolobar zvije
v valj.
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oo
g

3. Velja I, = [1

0 1}, za p(p, z) vzamemo

p(p,z) = (f(2) cos g, f(z)sinp,g(2)),

2
in je I, = []; 2 —(l]-glz]‘ Ker je T(p, z) = z dobimo pogoje

in dobimo

1 1
plp,2) = (zcosgo,zsincp,éx/z2 —-1- §ln(z+ V22 —1)).

Zvitje ploskve je prikazano na spodnji sliki:
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Opazimo, da je parametrizacija p(y, z) definirana le za z > 1. Ploskev P
se za z < 1 o€itno zvije na nacin, ki se ga ne da ve¢ opisati z rotacijsko
simetri¢no obliko.

Pride torej do zanimivega pojava spontanega zloma simetrije. Res, zacetna
ploskev S je rotacijsko simetri¢na, saj je valj. Temperatura je odvisna le od
z-spremenljivke, torej je tudi rotacijsko simetri¢na. Vendar pa se segreta
ploskev P (gledano za z < 1) nikakor ne more zviti v rotacijsko simetri¢no
obliko.

NAarLoGA 2.28. Najbo S del ravnine s parametrizacijo o(u,v) = (u,v), u,v > 0
in T'(u,v) = wv. Ali je ploskev P, v katero se zvije ploskev S, del ravnine?

RESITEV. Naj ima ploskev P parametrizacijo p(u,v). Ker je T(u,v) = uwv,

velja
u?v? 0
Ip = [ 0 u2v2} ’

Spomnimo se, da velja za ploskev s parametrizacijo o(u,v) in prvo fundamen-
talno formo oblike

T (4, ) = [E(u,v) 0 ] 7

0 G(u,v)

da je Gaussova ukrivljenost dana z

=7z (7). (750).)
EG EG)/, EG),)
V naSem primeru dobimo
u? +v?
K=2maa

Vidimo, da je Gaussova ukrivljenost povsod (u,v > 0) nenicelna, torej ploskev
P (&e jo je sploh mogoce realizirati kot ploskev v R3) nikakor ne more biti del
ravnine.

NALOGA 2.29. Naj bo S toplotno prevodno omejeno obmodje v ravnini s para-
metrizacijo o(u, v), katerega rob segrejemo na izbrano temperaturo 7'(m)|mcas-
Predpostavljamo, da je temperatura sama zelo blizu vrednosti 1 in da se tudi
zelo pocasi spreminja vzdolZ roba. PokaZi, da se ploskev zvije priblizno v obliko,
ki je 8e zmeraj ravninska.

RESITEV. Pisimo T'(u,v) = 1+ f(u,v), kjer je f(u,v) = 0, fu(u,v) >~ 0 in
fo(u,v) = 0. Vse bomo rac¢unali tako, da bomo ohraili le prvi red, torej

T(u,0)? = 1+ 2f(u,v).
kar pomeni, da je prva fundamentalna forma zvite ploskve enaka

[1 n 2£(u,v) - 2?(%1’)} '

Izra¢unajmo Gaussovo ukrivljenost po formuli

v ((a), * (Ga).)
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Velja VEG =1+ 2f in \/ij? =1-—2f. Dobimo
K=—-1-2/)(2fu(1=2f))u+ 2fo(1 =2f))0) = =2(fuu + foo) -

Temperatura na danem obmod¢ju pa ravno zadoséa Laplaceovi enacbi fi+ foo =
0, torej dobimo, da za majhna temperaturna odstopanja velja

K =0,

torej je segreta ploskev lokalno Se zmeraj ravna.

NALOGA 2.30. Ploskev S je mreZno parametrizirana, ¢e obstajata naravno
parametrizirani gladki poti v(s) in §(s) v R3, da je regularna parametrizacija
ploskve S oblike

o(u,v) =v(u) + d(v) (u,v) € U C R?.

1. Izrazi kvocient £ s pomo¢jo normalnih ukrivljenosti krivulj o (u, konst.) in
o(konst., v) na ploskvi S. Ploskev S naj bo orientirana v smeri vektorskega
polja o, X 0.

2. Naj bo 7(s) = (coss,0,sins) in d(s) = (0,coss,sins), s € (0,7). Poisé
vse vg € (0,7), za katere je pot o(u,vy) geodetka in vse ug € (0,7), za
katere je pot o(ug,v) geodetka.

3. Naj bo ploskev § mrezno parametrizirana. Pokazi, da S ni podmnozica
standardne enotske sfere S2.

RESITEV. 1. Velja o, =/, 0, = ¢’, prva fundamentalna forma je oblike
1 ,y/(;/
~'é 1.
%. Nadalje oyy = 7", 0w = 0 in o, = 6”.
Oznac¢imo z k¥ normalno ukrivljenost krivulje o(u,const.) in z 2 nor-
malno ukrivljenost krivulje o(const.,v). Potem velja

Normala je 7 =

L=k, M=0 N =k .

: H _ Epthg,
Dobimo K = 2eum

2. Imamo ploskev s parametrizacijo
o(u,v) = (cosu,cosv,sinu + sinv) ,
s prvo fundamentalno formo oblike

1 COS U COS U
COS U COS U 1

g
Sistem diferencialnih enac¢b za geodetke se glasi

— (4 + cosucosvD) = — sinu cos v uY

dt

a(cosucosmlJrij) = —cosusinv uo.
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Poglejmo kdaj je pot o(u, vg) geodetka. Tedaj je & = 1 in © = 0 in zgornje
enacbe se glasijo

d
—(1)=0=0=0
du( )
—(cosucosv) =0 = —sinucosvg = 0.
du
Prva enac¢ba o€itno velja, druga pa bo veljala za vse u, samo ¢e je vo = 5.
Torej je le
o(u, %)
geodetka. Na enak nacin vidimo, da je le
o(g,v)
geodetka.

3. Velja |y + 6| = 1, tako da za normalo vzamemo kar v + 6. Odvajanje
enakosti |y + §] = 1 (enkrat po u in drugi¢ po v) nam da najprej

Y(y+6)=0in§(y+4d) =0
in ko odvajamo po u in v Se enkrat dobimo
Y'(y+6)++'Y =0in §"(y+ )+ =0,

kar ravno pomeni, da je L = —1 in N = —1 (M = 0 velja Ze od prej).
Glavni ukrivljenosti sta

1

AMo= .
1.2 14|50

Na S? z zunanjo orientacijo obe morata biti enaki —1, kar je mozno le
ge je v'6’ = 0. Ampak potem je prva fundamentalna forma kar Id, kar
pomeni, da je del sfere, ki ga zajema S, izometri¢en ravnini, kar pa ne
more biti.

NALOGA 2.31. Ploskev P naj bo ravnina, parametrizirana z
a(p,r) = (rcosy, rsingp,0) v €[0,2n], r €[0,00).
1. Dolo¢i kaksno preslikavo ¢ : P — S1, ki ohranja povrsine, kjer je
S1={(z,y,2) eR®|z =2 +¢*}.
Nasvet: Za ploskev S vzemi parametrizacijo oblike p(¢, 1) = (A(r) cos p, A(r) sin ¢, A(r)?).
2. Dolo¢i kaksno preslikavo ¢ : P — Sa, za katero velja

1
|d¢o Us0| = §|Usa| |dgo 0| = |0 I (d2 Oy, Ao o) = <I(Usoaar)~

Katera znana ploskev je S37

Nasvet: Za ploskev Sy vzemi parametrizacijo oblike p(¢p,r) = (A(r) cos @, A(r) sin , B(r))
in preveri, da je pogoj, ki mu morata ustrezati prvi fundamentalni formi

parametrizacij enak:

1 1
EV=_E° FP=_F (=G
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RESITEV. Ploskev §; parametriziramo z

p(p,7) = (A(r) cos @, A(r) sin p, A(r)?).

Pogoj za ohranjanje povrsin je

3 22 _
r= A'AVT 1442 = A(r) = —Vl*i’"l .

Pogoj za prvi fundamentalni formi je (p, - p, = }104, “Oyp, Pr-pPr = 0p 0y in
Op 0r =2pp " pr.)

A2:_ 1:A/2+B/2

od koder dobimo A(r) = § in iz druge enacbe B(r) = 3% Dobimo

(cos p, sinp, V/3)

N3

plp,r) =

kar je ravno stozec.

NALOGA 2.32. Ploskev P naj bo dana s parametrizacijo o(u,v), (u,v) € D.
Ploskvi P* pravimo zasuk ploskve P, e je dana s parametrizacijo p(u,v), za
katero velja

Pu =0y + 0y Pv = —0y+ 0y.
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1. Pokazi, da zasuk P* ploskve P obstaja natanko tedaj, ko velja
Ouu + 0py = 0.

2. Izrazi koeficiente prve in druge fundamentalne forme zasuka P> s koefici-
enti prve in druge fundamentalne forme originalne ploskve P.

3. Naj bo ¢ preslikava
p=poc t:P = P*.
(predpostavljamo, da P> obstaja).
(a) Ali obstaja ploskev P, da je ¢ lokalna izometrija?
(b) Ali obstaja ploskev P, da ¢ ohranja povrsine?
(¢) Ali obstaja ploskev P, da je ¢ konformna?
4. Doloéi vse ploskve P za katere je P* del ravnine.

RESITEV. Veljati mora enakost mesanih odvodov py, = pyu, kar nam da ravno
POgOj Ouy + Oupy = —Ouyu + Ouy, OZiroma oy, + 04, = 0. Obratno, ce velja
Ouu + 0vy = 0, potem sta meSana odvoda parametrizacije p enaka in je sis-
tem diferencialnih enaéb p, = o, + 0y, py = —0y + 0, redljiv (tu dodatno
predpostavimo, da je D enostavno povezano obmodje).

Velja

EF=FE+2F+G FP=-FE+@G G =F-2F+(G.
Normali ploskev se ujemata (do predznaka za vsak (u,v) € D), tako da dobimo
LP=L+M MP=—-L+M=M+N NP =—-M+N.

1. Pogoji za izometricnost so £ = E+2F+G, F =G—FEinG=G-2F+E.
Ta linearni sistem ima edino resitev £ = F = G = 0, tako da ne obstaja
(regularna) ploskev s to lastnostjo.

2. Determinanta prve fund. forme za P* je enaka
4(EG — F?),

tako, da je povr8ina ploskve P* dvakrat vecja od povrsine ploskve P, torej
taksne ploskve ni.

3. Pogoji za konformnost so \’E = E +2F + G, \>F = G — E in \*G =
G —2F + E. Ta linearni sistem ima netrivialno resitev, ¢e je determinanta
sistema enaka 0. Determinanta je enaka

A —2A 44N -8 =0,
z edino realno resitvijo A2 = 2. To upostevamo in dobimo, da mora veljati
F=0 E=G.
Primer je npr. o(u,v) = (u,v,0).

Ce je P* del ravnine, so vsi koef. druge fund. forme enaki 0, torej mora
veljati
L+M=0 —-L+M=M+N=0 —-M+N=0,
od koder dobimo, da velja lahko le L = M = N = 0, tako da mora biti Ze P del
ravnine.
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Geodetke

(£ Geodetke. Pot v na ploskvi S je geodetka , e velja 4||7. Potem velja
%|"y|2 = 29y = 0, torej je geodetka do konstantnega faktorja natancno naravno
parametrizirana.

(¢ Klasificiranje geodetk na rotacijskih ploskvah. Naj bo

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u))

parametrizacija rotacijske ploskve (naj bo u naravni parameter za (f(u),0, g(u))).
Naj bo v(t) naravno parametrizirana geodetka na rotacijski ploskvi. Oznacéimo
z p(u) = f(u) oddaljenost tocke na ploskvi od rotacijske osi in z ¥ kot med
meridianom in geodetko v izbrani tocki in oznacimo

Q= psiny.

Velja:
1. Poldnevniki so geodetke.

2. Vzporednik je geodetka natanko tedaj, ko je p'(u) = 0.

3. Krivulja v(s) (naravno parametrizirana), ki ni vzporednik je geodetka na-
tanko tedaj, ko je 0 = psin konstanta.

4. Velja u'? =1 — %22, torej se geodetka nahaja vedno v delu ploskve kjer je
p>Q.

5. Ce je p > Q, potem geodetka seka vzporednik.

6. Ce je pri p = Q vzporednik geodetka, se poljubna druga geodetka z psin) =
Q navija na ta vzporednik, e pa vzporednik ni geodetka pa se od tega
vzporednika odbije.
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NALOGE

NALOGA 3.1. Pokazi, da geodetke zados¢ajo sistemu diferencialnih enacb:

d 1
S (Pu+Fi) = 5(Euu2 + 2F, 00 + Gy 9?)
d 1

P+ Go) = 5(Em2 + 2F, 00 + Gyo?) .

RESITEV. Naj ima ploskev parametrizacijo o(u,v), geodetka pa naj bo dana z
() = o(u(t),v(t)). Pogoj ¥||7 je ekvivalenten pogojema -0, = 0in ¥-0, = 0.
Velja

Y = oy + 0,0
in

A = 0uil + Ouut® + 20000 4+ 0u1 + 002 .
Pogoja ¥ -0, =0 in 7 - 0, = 0 se sedaj glasita

0 = Ei+ ouyuout? + 2050500 + FO + 040y 02

0 = Fii+ ouuopt® + 2045p0,00 + GO + Gpypop? .

Upostevamo enakosti

E, = 204404
E, = 204,04
Py = 0wu0y+ 0wy
Fv = OuwOy + Opu0y
Gy = 2040,
Gv = 201}1)01)
in dobimo

1

0 = Ei+ §Euu2 + Byt + Fio 4 (F, — G )0?

1
0 = Fi+ (F, — E,)u* + Guav + G + §Gv’l')2 :

Sedaj lahko direktno preverimo, da je ta sistem enacb enak zacetnemu sistemu

d 1
a(Eu + Fo) = i(EuuQ + 2F, 0 + Gy 0%)
d 1

%(Fa +Gv) = 5(Evu2 + 2F, 00 + G, 9?).

NALoGA 3.2. Naj bo y(¢t) geodetka na ploskvi S in ¢ : § — R lokalna izome-
trija. PokaZi, da je ¢(7y(t)) geodetka na ploskvi R.
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RESITEV. Sistem enac¢b za geodetke

d 1
—(BEtu+ Fo) = =Z(E, %+ 2F,u0 4+ Gyu0°
dt 2

d 1

—(Fu+ Go) = =Z(E 42+ 2F,00 + Gyo?
dt 2

je odvisen le od koeficientov prve fundamentalne forme E,F,G, le ti pa se
ohranjajno pri izometrijah.

NALOGA 3.3. Poisci vse geodetke v ravnini.

RESITEV. Ravnino parametriziramo z o(u,v) = (u,v), kar nam da prvo fun-
damentalno formo

10
nelt ).
Sistem enacb za geodetke
d . . 1 .9 .. .2
%(Eu + Fo) = i(Euu + 2F, 40 + G0°)
d 1
%(Fu +Gv) = i(EUiﬁ + 2F, 00 + G, ?)
se sedaj glasi
d
Z@ = 0
)
d
2@ = 0
dt (%) ’

katerega resitve so u(t) = At + B, v(t) = Ct+ D. Torej dobimo ravno premice.

NALOGA 3.4. Poisci vse geodetke na valju.

RESITEV. Valj parametrizirajmo z
o(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v),

, kar nam da prvo fundamentalno formo

R? 0
e[
Sistem enacb za geodetke
d, .. . 1 .9 .. .9
—(Eu v) = —(Euu ) o,
dt(E + Fo) 2(E + 2F, 40 4+ G, 0°)
d 1
—(rfu+Guv) = =(Lyu”+2F,uv + Gyuv
se sedaj glasi
d, .
d
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katerega resitve so u(t) = At + B, v(t) = Ct+ D. Resitev je seveda enaka kot v
primeru ravnine, torej ¢e valj izometri¢no slikamo v ravnino se geodetke z valja
slikajo ravno v premice.

NALOGA 3.5. Naj bo y(u) naravno parametrizirana krivulja z neni¢elno ukri-
vljenostjo in d(u) poljubna (vektorska) funkcija. Imejmo ploskev dano z

o(u,v) = v(u) +vé(u) .

Pokazi, da je o(u,0) geodetka na ploskvi natanko tedaj, ko §(u) pravokoten na
normalo N krivulje ~.

RESITEV. Pot o(u,0) je ravno y(u). Le ta je geodetka natanko tedaj, ko je 7"
vzporeden z normalo, oziroma pravokotne na o, in o,. Velja

ou(u,0) =+ (u) ou(u,0) =6y .
Pogoja v (u) - 04, (4, 0) =0 in v’ (u) - 05 (u,0) = 0 se glasita
¥y =0 A" 6=0.
Prvi pogoj je le, da je || =konst., drugi pogoj pa pravi, da sta 4" in § pravo-

kotna. Vektor 7" pa je seveda vzporeden normalnemu vektorju krivulje ~.

NALOGA 3.6. Najbo v(s) geodetka. Pokazi, da je njena geodetska ukrivljenost
kg enaka 0.

RESITEV. Predpostavimo, da je geodetka naravno parametrizirana. Geodetska
ukrivljenost je dana z

Ker je v"||7, je o¢itno k4 = 0.

NAvLocgaA 3.7. Pokazi, da je geodetka z nenicelno ukrivljenostjo s ravninska
krivulja natanko tedaj, ko je pot ukrivljenosti.

RESITEV. Spomnimo se, da je naravno parametrizirana pot y(s) na ploskvi
pot ukrivljenosti natanko tedaj, ko je

'y
Naj bo sedaj v(s) geodetka, ki je tudi ravninska krivulja. Potem je
~v(s) - A = konst.
za nek konstanten vektor A. Potem je
N -A=0 A" A=0.

Ker je v"'||7 in v/ L 4" velja, da je m L A. Torej je 7 - A=0in potem tudi
—)/ e

n'- A=0. Ker paje n’ L 7, lahko velja samo

||y
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torej je v pot ukrivljenosti.
Obratno naj bo v geodetka in pot ukrivljenosti. Oglejmo si vektor 7 x 7'.
Velja
(Mxy)Y=n"xy+nxv"=0,
torej je vektor 7 x v = A konstanten vektor, za katerega ~ - A= 0, torej pot
~ lezi v celoti v ravnini pravokotni na A.

Naroca 3.8. Naj bo o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)) rotacijska ploskev
(kjer je pot (f(u),0, g(u)) naravno parametrizirana). Zapisi enacbe za geodetske
krivulje. Preveri, da so meridiani zmeraj geodetke, vzporedniki pa natanko tedaj
ko je p'(u) = 0.

RESITEV. Prva fundamentalna forma je oblike

1 0
IO' = 5
[0 f (U)Q}
kar nam da sistem enacb oblike

i= 0
f(u)?v = konst.

Oznacimo p(u) = f(u).
Meridiani, oziroma poldnevniki, so poti oblike o(u(t), konst.). Ko to vsta-
vimo v zgornji sistem enacb, dobimo edini pogoj

i =0=u(t)= At + B,

torej lahko najdemo funkcijo u(t), da je meridian geodetka.
Vzporedniki pa so poti oblike o(konst., v(¢)). Tu pa dobimo pogoj f/(u) = 0,
kar je seveda ravno p'(u) = 0.

NALoGA 3.9. Naj bo o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) rotacijska ploskev
((f(u),0,g(u)) naravno parametrizirana). DokaZi Clairotov izrek:

Naravno parametrizirana krivulja na rotacijski ploskvi, ki ni del vzporednika, je
geodetka natanko tedaj, ko se ohranja kolic¢ina ) = psin.

RESITEV. Naj bo v(s) = (f(u(s))cosv(s), f(u(s))cosv(s),g(u(s))) naravno
parametrizirana pot. Kot 1 je kot med vektorjema o, in 7’. To pomeni, da
lahko pisemo

o 1
v =siny—= + cos Y — = = sin o, + cos Yo, .
o] o p
Velja .
sin
ou Xy = pu}
in ¢e upostevamo, da je v’ = o, ' + 0,v" dobimo enakost

v = siny — p?v' = psiny.
)
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Naj bo v(s) = o(u(s),v(s)) geodetka. Potem u(s),v(s) zadoss¢ata sistemu
enacbh

u"(s) = plu(s))p (uls))v'(s)*
p(u(s))®v'(s) = konst.

O¢itno se koli¢ina p?v’ ohranja, torej se res ohranja 2 = psin .
Obratno, naj se koli¢ina 2 = psint ohranja vzdolz, kjer predpostavljamo,
da 7(s) ni vzporednik. Vemo Ze, da je

P2’ = psiny

torej je druga enacba za geodetke izpoljnjena. Pot (s) je naravno parametrizi-
rana, tako da velja
u/2 JrvalQ =1.

Ce upostevamo, da je v/ = % dobimo
12
u'=1-—.
P2
Zgornjo enac¢bo odvajamo in dobimo

w'u" = 292P73P'U/ ,

QZ/
u’(u”— pf):O.

Ker ~(s) ni del vzporednik, u’ ni konstantno enak 0, torej mora veljati

kar nam da

Q2 /
u! = 3/) o = pplvlz ,
P

kar pa je ravno prva enacba za geodetko.

NALOGA 3.10. Najbo o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)) rotacijska ploskev
((f(u),0,g(u)) naravno parametrizirana). Delec mase 1 naj se giblje po tej
ploskvi tako, da je sila ploskve na delec v smeri normale na ploskev. PokaZi,
da se delec giblje po geodetki in da je koli¢ina €2 = psin ravno z-komponenta
vrtilne koli¢ine delca, ki se pri tem ohranja.

RESITEV. Po Newtonovem zakonu je 4 = A7, torej je 4|7, kar pomeni, da se
res giblje po geodetki. Vrtilna koli¢ina delca je definirana z

T=qxv,
izrek o vrtilni koli¢ini pa pravi, da je
r=M,
kjer je M navor sile, ki deluje na delec. V nasem primeru je

M=~ x\7.
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Vektorji E, ~, W lezijo v isti ravnini, tako, da je
M k=% (yxA®) =0,

sajjeyx Am L . Torej v z-smeri ni navora in se torej ohranja z-komponenta
vrtilne koli¢ine.
Upostevamo ~(s) = (f(u(s)) cosv(s), f(u(s))sinwv(s), g(u(s))) in dobimo

v = (f'u cosv — fsinwr', f'u'sinv + fcosvr’, g'u’).
Potem je z-komponenta vrtilne koli¢ine T enaka
fZU/

kar pa vemo, da je enako 2 = psin.
Opomba: Clairotov izrek bi torej lahko izpeljali tudi po opisani fizikalni
poti.

Naroca 3.11. Najbo o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) rotacijska ploskev
((f(u),0,g(u)) naravno parametrizirana). Naj bo C vzporednik na radiju €, ki
ni geodetka. Pokazi, da se geodetka za katero je psiny = € odbije od tega
vzporednika.

RESITEV. Denimo, da je ploskev parametrizirana tako, da je ¢’(u) > 0. De-
nimo, da se geodetka nahaja nad vzporednikom p = Q.

Velja u? = 1 — %j, in ¢e spremljamo del geodetke, ki se priblizuje vzpore-
dniku, tam velja v’ < 0. Za geodetke velja Se

QQP/
’LLH — pp'vl2 — p3

)

kjer velja p’ # 0 (dani vzporednik naj ne bo geodetka). Denimo, da velja p’ > 0.
V tocki, kjer je u’ = 0, velja u”’ > 0, kar pomeni, da gre za lokalni minimum

funkcije u(s), oziroma geodetka se res (gladko) odbije od vzporednika p = .
Vpragaje je le, ali res kdaj pridemo do tocke, kjer je v’ = 0. Vsekakor, ker je

u' < 0 velja Slglgo u'(s) = 0. Geodetka je naravno parametrizirana, kar pomeni,

da v dovolj majhni okolici vzporednika velja [v'| > 5. Ker je p/ > 0 lahko
re¢emo, da v tej okolici (0z. po potrebi Se manjsi) velja p’ > ¢ za nek ¢ > 0.
Potem pa je

u’ > “ .
— 80
Ker velja

() =ulso) + [ (s
S0
bi potem dobili, da je u'(s) > 0 za
' (s0)

c )

8Q

s> 859 —

kar pa bi bilo protislovje.
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NALOGA 3.12. Dana je rotacijska ploskev, ki jo dobimo tako, da krivuljo s
spodnje slike
z

zavrtimo okoli z-osi.

1. Kaksen kot glede na meridian naj oklepa geodetka skozi to¢ko B, da se
bo asimptotocno blizala vzporedniku skozi toc¢ko D?

2. Ali obstaja kakSna geodetka, ki se asimptoti¢no priblizuje vzporedniku
skozi to¢ko E?

3. Kaksen kot glede na meridian naj oklepa geodetka skozi tocko A, da se bo
odbila od vzporednika skozi tocko C?

RESITEV. Velja:

1. V tocki D bo veljalo {2 = 1sin 7, torej gre za geodetko z {2 = 1. V tocki
B torej velja

1
1:4sin¢2sin¢:1 = 1 ~ 14.5°.

2. Taksna geodetka ne obstaja, saj se mora nahajati na delu, kjer je p > 3,
v okolici vzporednika skozi E pa ni takSnih delov ploskve.

3. V tocki C velja 2 = 2sin § = 2, torej v tocki A dobimo pogoj

2 =3siny) = ¢ ~41.8°.

NALOGA 3.13. Dana je rotacijska ploskev, ki jo dobimo tako, da krivuljo s
spodnje slike



T

zavrtimo okoli z-osi.

1. KaksSen kot glede na meridian naj oklepa geodetka skozi to¢ko B, da se
bo asimptotocno blizala vzporedniku skozi tocko D?

2. Ali obstaja kakSna geodetka, ki se asimptoti¢no priblizuje vzporedniku
skozi tocko E?

3. Kaksen kot glede na meridian naj oklepa geodetka skozi to¢ko A, da se bo
odbila od vzporednika skozi tocko C?

RESITEV. Velja:
1. V tocki D bo veljalo {2 = 1sin 7, torej gre za geodetko z = 1. 'V tocki
B torej velja
. . 1 o
1:4s1n1/):>s1n¢:Z:>1/)214.5 .
2. Taksna geodetka ne obstaja, saj se mora nahajati na delu, kjer je p > 3,
v okolici vzporednika skozi FE pa ni taksnih delov ploskve.
3. V tocki C velja 2 = 2sin § = 2, torej v tocki A dobimo pogoj
2 =3siny = 1 ~ 41.8°.

NALOGA 3.14. Dana je ploskev S s parametrizacijo

2 2
o(p,z) = (e7% cosp,e”* siny, z) pel0,2n] zeR.

1. Dolo¢i kot, ki ga mora geodetka skozi tocko o(0,—1) oklepati z meridia-
nom, da se odbije od vzporednika na viSini z = 2.

2. Denimo, da ima vzporednik na visini z = 0 lastnost, da prepolovi kot med
geodetko in meridianom, vsake geodetke, ki ga precka. Opisi vse mozne
geodetke, ki se zacnejo v tocki o(0, —1) v odvisnosti od zacetnega kota 1.



78 POGLAVJE 3. GEODETKE

3. Denimo, da ima vzporednik na visini z = 1 lastnost, da prepolovi kot med
geodetko in meridianom, vsake geodetke, ki ga precka. Dolo¢i vse zacetne
kote ¥ € [~%, %], da se bo geodetka, ki se zacne v tocki ¢(0,—1) pod
kotom 1) odbila od vzporednika z = 2.

RESITEV. Ploskev je skicirana na spodnji sliki:
+.0.0

0.5

0.0
1.0

1. Veljati mora
e~tsin L = e~ sinty = 1) = arcsine™> ~ 2.85°.
2. Imamo dve moznosti. Ce je ¥ = 0, potem gre kar za meridian. Ce pa je

1 > 0, potem del geodetke, ki se giblje vzdolZz z-osi precka z = 0 vzpore-
dnik, © geodetke se zmanjSa in geodetka se nato odbije od vzporednika

1
. r‘p N
SIDE

z=,/In

Nato zopet precka z = 0 vzporednik, ) se spet zmanjSa in geodetka se
odbije od vzporednika

1
z=—,/In— 7
sin

Vidimo, da se bo geodetka v nedogled odbijala med vzporedniki oblike

1
z=(=1)", /In .
( ) sing%
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3. Na zacetku ima geodetka 2 = ejl siny. Ko precka z = 1 vzporednik, se
le ta spremeni v = e~ !sin % Ce je

1 Y 3

-4 sin B} = 1) > 2arcsine” °,

(& >e

potem v prvem koraku sploh ne pridemo do vzporednika z = 2. Vendar
pa se potem geodetka odbije od ustreznega vzporednika in zopet precka
z = 1 vzporednik, kar pomeni, da se ) zmanjSa, skratka prej ali slej se bo
Q toliko zmanjsal, da bo geodetka dosegla vzporednik z = 2.

Poglejmo sedaj, kaj se mora zgoditi, da se bo enkrat odbila od z = 2
vzporednika. Gledamo ¢ € [—7, 7], saj drugace lastnost prepolavljanja
kota ni ve¢ dobro definirana. Naj bo zacetni kot ¢. Vsaki¢, ko ne dosezemo
vzporednika z = 2, geodetka dvakrat seka vzporednik z = 1.

Dobimo zaporedje kotov

v ¥y
27237 25777
Pogoj odbijanja od vzporednika se glasi
e Lsin 227;517_1 =+4e 2.
Dobimo resitve
¥, = £2"" Larcsine™ n=1,2,3,..

Samo za n = 1,2 dobimo kot znotraj intervala [-7, 7]. Rezultat so koti

1 =45.71° in £ 22.83°.
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Gauss-Bonnetov izrek

(& Lokalni Gauss-Bonnetov izrek. Naj bo D krivocrtni n-kotnik na orienti-
rani ploskvi in rok D naj bo orientiran usklajeno z orientacijo ploskve. Naj bodo
Qaq, ..., an notrangi koti in K Gaussova ukrivljenost ploskve. Velja:

/aD/ﬁgds:;ai—(n—Q)ﬂ—J’JKdS.

(& Eulerjeva karakteristika. Naj bo ploskev (0z. kaksen njen del) S pokrita
z F' krivocrtnimi veckotniki, kjer je potem E Stevilo vseh razlicnih robov in V.
Stevilo vseh razlicnih vozlis¢. Potem je

x(8)=V-E+F

Eulerjeva karakteristika (dela ploskve) S.

(&' Lokalni Gauss-Bonnetov izrek. Naj bo D ploskev z robom 0D notranji
koti in K Gaussova ukrivijenost ploskve. Velja:

/é)DHgdS_Qﬂ-X(D)_‘[)J‘KdS.

V primeru, da je D kontraktibilno obmodje, je k(D) = 1.

(£ Globalni Gauss-Bonnetov izrek. Naj bo M ploskev sklenjena ploskev in
K Gaussova ukrivljenost ploskve. Velja:

2nx(M) = JIKCZS.
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NALOGE

NALOGA 4.1. Na enotski sferi S?, orientirani z zunanjo normalo dolo¢i geo-
detsko ukrivljenost vzporednika na z-koordinati zg, ki je pozitivno orientiran,
gledano z vrha z-osi.

RESITEV. Nalogo resimo na dva nacina:

1. Vzporednik naravno parametrizirajmo

s s
T(s) = [ /1 — 28 cos ——, /1 — 22 sin ———, 29 56{07277\/123} :
< V1—2z2 N

Izra¢unajmo odvode

7'(s) = [ —sin i , COS i ,0
(s) ( \/1—23 \/1723

7'(s)= |- ! oS —o ! sin———— 0] .
V122 J1-22 J1-22  J1-2

Velja

s s
n(7(s)) = <\/1 — 28 cos ———=, /1 — 2¢sin ——,2 | .
V11— 22 V1 =22

Geodetska ukrivljenost je definirana z

kg =T (7 x 77,

kar nam da
Z0 1

1—22 - tandy

I‘ig:

kjer je ¥ kot med z-osjo in to¢kami na danem vzporedniku.

o 1s . _ 1 ET
2. Ukrivljenost vzporednika x = iz Normalna ukrivljenost x,, enotske

sfere z zunanjo orientacijo je enaka —1. Iz zveze

2 _ .2 2
L

dobimo

kgl = ==

Ce spremljamo predznak koli¢ine x, = 7" - (7 x 7’), vidimo da je le ta
pozitiven za zy > 0 in negativen za zy < 0. Torej velja

<0

V1-22

K,g:

NALOGA 4.2. Na enotski sferi S? dolo¢i povr§ino obmoéja med vzporedni-
koma, ki se nahajata med z = a in z = b.
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RESITEV. Uporabimo lokalni Gauss Bonnetov izrek, kjer upostevamo, da je
Eulerjeva karakteristika kolobarja D enaka 0. Dobimo

/aDngdSZ —ngS.

Naj bo spodnji vzporednik na vi§ini z = a, zgornji pa na visini z = b, kjer
ima spodnji pozitivno, zdornji pa negativno orientacijo, gledano z vrha z-osi.
Zgornja enakost se potem glasi

¢ on/1—a?—

N 2rv/1— b2 = —PI(D),
— ™ (D)

b
V1—0b?

kar nam da

NALOGA 4.3. Na enotski sferi S? doloéi povrgino obmoéja med vzporedniki,
ki se nahajajo med z =ain z = —a ter z = a in x = —a.

RESITEV. Rezultat je odvisen od vrednosti paramertra a € [0,1]. Spodnja
slika prikazuje dva primera:

1.0

a=0.5
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Mejna vrednost je ravno a = g Za a < g je obmo¢je disjunktna unija

dveh stirikotnikov, v primeru a > g pa dobimo povezano obmodje, ki je ravno
celotna sfera brez stirih diskov.
Obravnavajmo posebej oba primera.

1. Najboa < g Dolo¢imo povrsino $tirikotnika, ki se nahaja v polprostoru
y < 0. Rob stirikotnika je sestavljen iz Stirih enako dolgih vzporednikov.
Dolzina vsakega od vzporednikov je 2 arcsin \/ﬁﬁ z geodetsko ukrivlje-

3 a
nostjo ~ i
Dolo¢imo Se notranje kote Stirikotnika. Parametrizirajmo horizontalni in
vertikalni vzporednik:

7(t) = (V1 —a?sint,—/1—a2cost,a)
7)) =(a,—V1—a?cost,\/1—a?sint,a).

Vzpprednika se sekata pri ¢y = arcsin \/1‘17 Dolo¢imo kot o med 7 (o)
in 7 (to). Dobimo
(1 —a?)sin®ty a? a?

= = (v = arccos

Vi—a?V1i—a? 1-a? 1—a?’

Uporabimo lokalni Gauss-Bonnetov izrek. Dobimo

CcosSx =

a2
+ 4 arccos ———~ — 27.

8a a
V1I-a? V1 —a? 1—a?
2. Naj bo a > g Rob obmocja je sestavljen iz $tirih enako vzporednikov.

Dolzina vsakega od vzporednikov je 2mv/1 — a? z geodetsko ukrivljenostjo
\/1‘17. Eulerjeva karakteristika obmodja (disk s tremi luknjami) je enaka
—2. Po lokalnem Gauss-Bonnetovem izreku dobimo

PI(D)

arcsin

NALOGA 4.4. Sfera (nogometna Zoga) naj bo pokrita iz 5 in 6 kotnikov (lic),
tako da se v vsakem oglis¢u stikajo po tri lica in na vsakem robu po dve lici.
Pokazi, da je takSnem pokritju to¢no 12 5-kotnikov.

RESITEV. Oznacimo z n Stevilo 6-kotnikov in z m Stevilo 5-kotnikov. Oznac¢imo
Se v V stevilo vozlis¢ in z E Stevilo robov. Velja

5m+6n=3V bm+6n=2F.

Velja
K(S?*)=2=V - E+(n+m).

Iz zgornjih dveh enacb dobimo
5 5
V= §m+2n E = §m+3n,
kar vstavimo v ena¢bo za Fulerjevo karakteristiko in dobimo
m =12,

kar pomeni, da je Stevilo 5-kotnikov ravno 12.
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NALOGA 4.5. Dolo¢i Eulerjevo karakteristiko ploskve, ki jo dobimo, ¢e iz sfere
odstranimo 3 tocke.

RESITEV. Dobimo disk z dvema luknjama, kar je homotopsko ekvivalentno
Sopu dveh kroznic, kar ima eno vozlis¢e in dve povezavi. Velja torej

k(S% — {p1,pa,p3}) = —1.

NALOGA 4.6. Naj bo o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) rotacijska ploskev
((f(u),0,g(u)) naravno parametrizirana). Dolo¢ geodetsko ukrivljenost vzpo-
rednika, kjer je ploskev orientirana v smeri o, X 0,, vzporednik pa naj ima
pozitivno orientacijo, gledano z vrha z-osi.

RESITEV. Dolo¢imo najprej normalo 7 = ‘g“ig“‘. Velja
7 = (—g¢'(u) cosv, —g'(u) sinwv, f'(u)).
Vzporednik o(ug, —) naravno parametrizirajmo

7(s) = (f<uo>cos@J(uo)sm@,g(uo)) |

Dolo¢imo Se odvode

7'(s) = <—sinf(zo),cosf(zo),0>

q”——lcoss—lsins
’ (8)‘< Fuo)  Fluo)” ~ Fluo) f(uo>’0>'

Velja se

S

T(7(6) = (= (a0) c0s 7ms g (un)sin s ') )

Geodetska ukrivljenost je definirana z k, = 7" - (7 x 7'), kar nam da

f'(uo)
f(uo) .

K}g:

NALOGA 4.7. Enotska sfera 52 naj bo orientirana z zunanjo normalo. Na sferi
naj bodo dane tri tocke

Ty =(1,0,0) Ty = (0,sindg, costy) T35 = (sindo,0,cosdy),

kjer je ¥ € [0,5]. Tocki T} in T, povezimo z geodetko, T} in T3 poveZzimo z
geodetko, tocki T5 in T3 pa povezimo z delom vzporednika.

Dolodi kot ¥y € [0, 5] pri katerem je ploScina trikotnika T T5 T3 najvedja.

RESITEV. Trikotnik (za 99 = F) je prikazan na spodnji sliki.
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Dolzina vzporednika je 7 sin g, njegova geodetska ukrivljenost pa je enaka

Kg = —m. Notranji koti trikotnika so g pri T, 5 pri T3, pri T2 pa kot enak

0 po Clairotovem izreku.

Gauss-Bonnetov izrek nam da
P(0y) = gcosﬂo + 9 — g
Velja
P'(9y) = —gsinﬂo +1,
kar nam da stacionarno to¢ko (kar je tudi iskani kot)

2
Yo = arcsin — ~ 39.5°.
T

NALOGA 4.8. Na zgornji polovici enotske sfere S? imejmo &tirikotnik D z
lastnostjo, da je njegova projekcija na xy-ravnino kvadrat

Y

V2 2
{(xvy) ERQ; |-'L'| < 7 mn |y| < 7}

Dolo¢i plosé¢ino Stirikotnika D.

RESITEV. Ploskev je prikazana na spodnji sliki.
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10 -1.0

Notranji kot stirikotnika so enaki 0, rob sestavljajo Stirje vzporedniki dolzine

77‘/7i z geodetsko ukrivljenostjo —1. Po Gauss- Bonnetovem izreku dobimo

—47¥2 = —27x — PI(D),

kar nam da

PI(D) = 2n(vV2 - 1).
NALOGA 4.9. Najbot >0 in

Vi={(z,y,2) €R®; (x+1t)* +y* <

}

PN,

neskoncen valj radija % z 0sjo, ki gre skozi tocko (—t,0,0) in je vzporedna z-osi.
S pomocjo Gauss-Bonnetovega izreka izra¢unaj povrsino ploskve P, kjer je

P=5"- |J .

t€[0,00)

Skica ploskve P:
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RESITEV. Ploskev ima rob iz dveh pol-vzporednikov radija % in dveh pol-

vzporednikov radija 5.

Sfera naj ima zunanjo orientacijo. Geodetska ukrivljenost bo malo spremi-
njala predznak (spremljamo predznak koli¢ine kg = 4" - (@ X v’), ko se premi-
kamo po robu), absolutno vrednost geodetske ukrivljenosti pa dobimo iz formule
K2 = K3 + K2 (kn = %1), torej

kg = —V3 (za vzp. radija 1)

kg = —= (za vzp. radija @)

V3

Gre za Stirikotnik, vsi koti so 7:

1,1, V3
—\/327r§ + E%TT = 4m — 21 — PI(P)

dobimo

PI(P) = n(1+V3).

NALOGA 4.10. Naj bo a € [0, 5] in P(a) lik na zgornji enotski hemisferi,
katerega projekcija na xy-ravnino je lik

A={(z,y) eR?; 2,y >0,y < ztana, x < cosa}.

Dolo¢i « € [0, 7] tako, da bo ploi¢ina lika P(«) najvecja.

RESITEV. Lik je sestavljen iz dveh geodetk in enega vzporednika, katerega
geodetska ukrivljenost je — taia. DolZina tega dela krivulje je 7 sin . Notranji
s

koti so ar, 7 in 0. Plos¢ina lika (po Gauss-Bonnet) zna3a

P(a):gcosa—ﬁ—a—g.

Odvajamo in dobimo stacionarno tocko a = arcsin 2. Ker je P(0) = P(3) =0,
jepria= arcsin% doseZzen maksimum, ki znasa ~ 0.33.

0.0
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