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Izrek 3.6 Ce ima polje f v tocki a lokalni ekstrem pri pogojih (3.4) in so vektorji
Vi, ..., Vgm v tocki a linearno neodvisni, potem obstajajo skalarji (Lagrangeevi
parametri) A1, ..., Am, da je

Vi+> A\Vg = 0.

Jj=1

3.5 Diskretna veriZnica

Obliko prosto obeSene gibke vrvi imenujemo veriznica.

Isto nalogo, le da je vrv sestavljena iz gibko vpetih togih ¢lenkov, palic, imenu-
jemo diskretna veriznica.

Naj bo diskretna veriznica sestavljena iz n + 1 ¢lenkov dolzin

Ly, i=12,....n+1
in mas
M;, i=12,....,n+1.
Nalogo bomo refili, ¢e bomo izra¢unali koordinate krajisc¢
(ziyyi), 1=0,1,...,n+1,

kjer sta obesiséi, to je tocki (o, ¥yo) in (Tny1,Ynt1), kajpada predpisani vnaprej.
Ravnotezni pogoj dobimo, ¢e zahtevamo, da je tezisée kar se da nizko ali, kar
je isto, da je potencialna energija minimalna.
Minimizirati torej Zelimo

n+1

min F(z,y) = min Z Miw, (3.5)
T,y oy = 2
saj sila teze prijemlje v tezii¢u vsake palice.
Iskane koordinate (z;,y;), ¢ =1,2,...,n, morajo pri tem zado§¢ati pogojem
(Ti—2i 1) +Wi—yii)? = L2, i=1,2,...,n+1. (3.6)

Vezani ekstrem (3.5)—(3.6) prevedemo na nevezanega z uvedbo Lagrangeevih
multiplikatorjev. Tedaj iS¢emo nevezani ekstrem funkcije

G(r,y,\) =
n+1 y + y
- .
Z (Mjij 5 L+ Aj ((:E] — Ij,1)2 + (y; — yj,1)2 - L?)) . (3.7)
=1

Ravnotezne enacbe dobimo kot enacbe

190G

- = =1,2

ani 07 ? 3= ’n7
10G

S— = =1,2

Qayz 07 1 I ) ’n7
oG

i
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ali
Ni(wi—2i1) = N1 (i1 — ) = 0, i=1,2,...,n,

X (i —vic1) = A1 Wi1 —yi)) = —————, i=1,2,....n,
L i=1,2,...,n+1.

(i — Iz‘—l)Q + (yi — yifl)Q

To je sistem 3n + 1 enacb za 3n + 1 neznank.
Za lazje racunanje uvedemo relativne koordinate

é.i = Ti = Ti-1, i:172a"~7n+17
ni = Yi—Yi-1, i:1527"'7n+17
od koder sledi

Tr; = x0+Z£ja Z_1a27 7n+17 (38)
=1
1

Yy = y0+z7717 i:1a27'~'7n+1a (39)
j=1

in zgornji sistem enacb preide v ekvivalentni sistem

N —Niab&in = 0, i=1,2,...,n, (3.10)
Aifli — Nig1Miz1 = —%pi, 1=1,2,...,n, (3.11)
4 = L2, i=12,....,n+1, (3.12)
kjer je
M:%. (3.13)

Ta sistem 3n + 1 enacb za neznanke ;, 7; in A; bomo resili tako, da bomo vse
neznanke izrazili z dvema novima neznankama v in v.
Iz enacbe (3.10) sledi

1 .
Né& = 50 1=1,2,...,n+1, (314)

kjer je u neznanka, ki jo bomo Se dolo¢ili. Iz enacb (3.14) potem sledi

1
N o= - 3.15
St (3.15)
in iz enacb (3.11) dobimo
1 n; 1 1
__&_F_,rh-i_l = —— Uy, ’L’:l’27...7n,

& 2u i 2
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ali
i _ —upg, 1=1,2,...,n,
&it1 i
in kon¢no
) i—1
i v—uij, 1=1,2,...,n+1,
3 2
kjer bomo neznanko
v o= B
&
Se dolod¢ili.
Enachi (3.12) in (3.16) nam sedaj povesta
. 2
i
L7
1+ {v— uij =
=1 ‘
od koder sledi
L.
& = - =, i=12....n+1,
i—1
\/1+ (”‘“Ej:ll‘j)
vrednosti 7;, i = 1,2,...,n+ 1, pa sedaj izratunamo iz enacbe (3.16)
i—1
= & v—uij , 1=1,...,n+ 1.
j=1
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(Neznanke \; lahko, e Zelimo, izrazimo z u in v po enachi (3.15).)
Za neznanki v in v sedaj iz enacb (3.8) in (3.9) dobimo enacbi

U(u,v) =
Viu,v) =

kjer je

n+1

U(u,v) = Zfl — (Tny1 — 7o) ,
i=1

n+1

V(wo) = > 1= Un1 — ),
=1

kjer se & in 7; izrazajo z u in v po enacbah (3.18) in (3.19).

0,
0,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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Naloge

3.1 Analiziraj (in resi) simetri¢no diskretno veriznico s sodim $tevilom n + 1 =
2p, p € N palic:

Yn+41 = Yo,
L, = Ln+27i7 1=1,2,...,p,
M; = Mn+27i7 1=1,2,...,p.

Z upostevanjem simetrije lahko prevedemo nalogo na eno samo ena¢bo za neznanko
w = N\, kar je po enacbi (3.10) neodvisno od indeksa i.

3.2 Analiziraj (in re$i) simetri¢no diskretno veriznico z lihim §tevilom n +1 =
2p+ 1, p € N palic:

Yn+41 = Yo,
Li = Ln+2—i7 i:1a27"'ap7
M; = Mn+27i7 1=1,2,...,p.

Z upostevanjem simetrije lahko prevedemo nalogo na eno samo ena¢bo za neznanko
w = N\, kar je po enacbi (3.10) neodvisno od indeksa i.

3.3 Dokazi, da je diskretna veriznica re§ljiva natanko takrat, ko noben ¢lenek,
vklju¢no s fiktivnim ¢lenkom, ki direktno povezuje obe obesiséi, ni daljsi od vsote
preostalih ¢lenkov (“poligonska” neenakost).

3.4 Analiziraj diskretno veriznico, ki je na levem krajis¢u normalno pritrjena, na
desnem krajis¢u pa je privezana na neraztegljivo nitko, ki je speljana ¢ez gkripec,
na drugem koncu nitke pa je obeSena utez z maso m.

3.5 V $tudentskih letih nam je prof. I. Ku§cer zastavil naslednjo nalogo: Kocko
z robovi iz Zice za hip potopimo v milnico. Ko kocko izvle¢emo iz milnice, dobimo
sliko, kot jo prikazuje slika 3.1.

Vpraganje je bilo, kolikSen je rob malega kvadrata na sredini.

Vsi, s profesorjem vred, smo menili, da mora biti povr§ina minimalna. Mnogo
let kasneje je neka bistra glava trdila, da morajo biti sile v ravnotezju, zato se
morajo vse ploskve stikati pod kotom 120°. Rezultat je drugacen in dolgo je med
Studenti krozilo vprasanje, kateri rezultat je pravilen.

Koné¢no je prof. Kodre rekel, da sta oba rezultata napacna: kvadrat na sredini
ni kvadrat, ker nima ravnih stranic. Trapezi, ki so nanj prilepljeni, niso ravninski
liki, ker je vse skupaj malo upognjeno.

Naloga ima sedaj tri dele, kjer je tretji del precej tezji.

1. Izracunaj stranico malega kvadrata iz zahteve, da je povrSina minimalna.
Izrac¢unaj, kaksna je minimalna povriina in pod kakSnimi koti se stikajo
ploskve.
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Slika 3.1: Milnica na skeletu kocke

2. Izracunaj stranico malega kvadrata iz zahteve, da se stranice stikajo pod
kotom 120°. Izrac¢unaj, kaksna je sedaj povrsina.

3. Izracunaj stranico malega “kvadrata” iz zahteve, da je povr§ina minimalna,
dopuscaj pa neravne robove in neravninske like. Naloga je formalno zelo kom-
plicirana, ker bi bilo treba reSevati nelinearne parcialne diferencialne enacbe.
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Za priblizno resitev pa je dovolj triangulirati resitev, ki jo dobimo v 1. delu,
koordinate vozlis¢ v notranjosti vzeti za spremenljivke, izraziti povr§ino z
njimi ter poiskati minimalno vrednost. Zacetne vrednosti so tocke, ki jih do-
bimo z napacno teorijo v 1. delu. Kolika je sedaj povrSina in pod kaksnim
kotom se stikajo ploskve?

3.6 Newtonova metoda

Enacbi (3.20-3.21) bomo resili z Newtonovo metodo. Naj bo (@, 0) refitev sistema
(3.20-3.21). Po Taylorjevi formuli velja

I oU(u,v) U (u,v) _
U(a,v) = Ul(u,v)+ —ou (U —u) + e (®—=v)+---=0,
o AV (u,v) . AV (u,v) . _
V(U,’U) = V(U,’U)‘FT(U—U)-FT(’U— )+ =0
Ce oznadimo
4 U Au
HEHEN 620
in zanemarimo ¢lene s - - -, izrac¢unani vektor

Sy 2

]

ne bo toc¢na resitev ampak, upajmo, boljsi priblizek. Ta boljsi priblizek dobimo po

formuli (3.24), kjer je
%—g Au _ U
v Av - V|
1

u
9) bomo poenostavili z uvedbo pomoznih spremenljivk

W|Q
<g |Q

Formuli (3.18) in (3

w, = v—uy, 1=12,...,n+1, (3.25)
kjer so
1—1
vi = Y i, i=12...n+1 (3.26)
Jj=1
znane konstante. Potem lahko piSemo
& = L (1+w12)71/2’
—1/2
i, = Liwi (1+’LU22) / ,
od koder sledi
dgl 2 —3/2
— = —Ljw; (1 ‘ ;
dwi v ( +wl)
dni

-3/2
dwi = Ll (1 + wf)
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in
9% 94 _ L —ap
[ 8 } = Li(1+w}) [ o }
Bu  ov g
Za Jacobijan potem dobimo
U au ntlroos ok
& w] - | E &
ou v i=1 ou v
n+1
= S L(1+w) [ o } , (3.27)
i=1 !
medtem ko je
U s, 12 1] Az
[ v ] = > Li(1+uw]) wi |7 Ay | (3.28)
i=1 ]
kjer je
Az Tpi1 — To |
= ) 3.29
[Ay} [yn+1_y0_ ( )
Na sliki 3.2 vidimo diskretno veriznico s podatki
2
1
1
L= 1
1
2
in
1
0.5
1
M= 1
0.5
1
Naloge

3.6 Izracunaj in narisi diskretno veriznico z 10 ¢lenki dolZin 1 in mas 1. VeriZnica
je pritrjena nesimetri¢no v toc¢kah (0,0) in (6,3). Nalogo resi tako, da direktno, z
uporabo Matlaba, minimiziras funkcijo (3.5) pri pogojih (3.6).

3.7 Nalogo 3.6 redi tako, da direktno, z uporabo Matlaba, resis sistem enacb
(3.10), (3.11), (3.12).



