Analiza 1
2. izpit
19. 8. 2019

1. naloga (20 tock)

N Vsako konvergentno zaporedje je od nekega ¢lena dalje monotono.

Funkcija f(z) = Inx je enakomerno zvezna na [1, 00).

Kartezi¢ni produkt dveh stevnih mnozic je stevna mnozica.

Funkciji f in f’ sta sodi natanko tedaj, ko je f konstantna.

n
Funkcijska vrsta 7, (H%) je enakomerno konvergentna na [1, 00).

Za f(z) = V1 + 23 velja f2019(0) #£ 0.

Integral [° arctanz yonverpira za vse a > 1.
gral [;° 2t g

Ce f:10,1] — [0,1] zadoséa lim, o0 f (1) = £(0), je zvezna.

Nedoloceni integral funkcije f(x) = x? arctan z je racionalna funkcija.
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Mnozica {f € C([0,1]) : f(0) # 0} je odprta v metriénem prostoru (C([0,1]),d1).

Tockovnik:
+2 Vsak pravilen odgovor.
0 Prvi nepravilen odgovor.

-2 Vsak naslednji nepravilen odgovor.



2. naloga (10 tock)

Izracunaj volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f(x) = z+sin z na intervalu
[0, 7] okoli abscisne osi.

Resitev: Volumen izracunamo z dolocenim integralom
™ ™
V= 7r/ (z + sinz)?dz = 7r/ (2% + zsinz + sin® z)dz.
0 0

Z integracijo po delih in formulo za kvadrat sinusa dobimo

3 290 — sin(2 s 4 52
V=|r xf—QZL‘COSZL‘—FQSiHIE—w :W—%—i.
3 4 0 3 4

Tockovnik:
+2 Formula za volumen vrtenine.
+2 Doloceni integral kvadratnega polinoma.
+3 Integracija po delih.

+3 Integracija kvadrata kotne funkcije.

3. naloga (20 tock)

Podani sta funkciji
2
7

2(t) = tet in y(t) = (t — 2)e 1.

a) Vsaki od njiju dolo¢i definicijsko obmoc¢je, limite v njegovih robovih, intervale narastanja
in padanja. Skiciraj njuna grafa.

b) Skiciraj krivuljo (x(¢),y(t)) za ¢ > 0. Oznaci tudi njeno orientacijo.

Resitev: Definicijsko obmocje obeh funkcij je mnozica R\ {0}, limite pa

lim z(t) = lm y(t) = to0,

t—+oo t—+o00

limz(t) = limy(t) = 0,

t 70 t\0
lim 2(t) = oo, limy(t) = —oc.
lim z(t) = oo, t%y() 00
Ker velja
t—2 t+2)(t—1
oty = 26t ey = CHROZD

funkcija x narasc¢a za t > 2 in t < 0, funkcija y paza t > 1in —2 <t < 0. Skica ni vkljucena.

Tockovnik:
+6 Limite in definicijsko obmocje.
+4 Intervali naras¢anja in padanja.
+6 Skici grafov.

+4 Skica krivulje.



4. naloga (10 tock)

Ugotovi, za katera stevila x € R konvergira vrsta
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Za katere x vrsta absolutno konvergira?

Resitev: Oznacimo z a,, Clene vrste in uporabimo kvocientni kriterij

An+41

(n+ 1)2(n3 +Inn) | n—sco
an

-1 =" 22 —1| < 1.
()P s [22 1]

x =1 je vrsta absolutno divergira, saj je

n? n? 1

W +lnn — nd+nd 20

Vendar pa so za x = 0 izpolnjeni pogoji Leibnitzevega kriterija. Res, vrsta je alternirajoca,
absolutne vrednosti ¢lenov pa monotono padajoce z limito

n2
lim —— =0
n—oo n3 + Inn
Tockovnik:
+4 Absolutna konvergenca za x € (0, 1).

+3 Absolutna divergenca za x =0 in x = 1.

+3 Pogojna konvergenca za x = 0.



5. naloga (20 tock)
Za z,w € C je podan predpis

d(z ’LU): |z|—i—|w\—|—]z—w[, z;éw,
’ 0, z = w.
a) Pokazi, da je (C,d) metri¢ni prostor.
b) Skiciraj, kako se v odvisnosti od r > 0 spreminjata odprti krogli K(0,r) in K(1,7r).

c) Al je preslikava F(z) = z + 1, ki dani metri¢ni prostor slika vase, zvezna v tocki z = 07
Kako je z zveznostjo njenega inverza v tocki z = 17

Resitev: Dokaz tocke a) je rutinski, zato ga bom izpustil. V tocki b) imamo
K(0,r) ={z €C; 2|z| < r},

K(1,r)={2€C; |z|+]z—1] <r—1}.

V prvem primeru gre za obicajne diske s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom r/2. V drugem
primeru pa opazimo, da velja

l=lz=(CE=-1|<|z|+]z-1 <r—1.

Torej za r — 1 < 1 odprta krogla K(1,r) vsebuje zgolj tocko z = 1. Nasprotno gre v primeru,
ko je r > 2 za elipso z goris¢i v z = 0 in z = 1, ter polosjo a = %

V tocki ¢) opazimo, da je preslikava F' oz. njen inverz zgolj vodoravni premik, kar pomeni
ohranja zgoraj opisano obliko krogel. Od tod sklepamo, da F' ni zvezna v tocki z = 0, saj
nobenega diska s polmerom /2 ne moremo premakniti v kroglo K (1,¢) = {1}, e < 2. Nasprotno
je obrat zvezen v z = 1, saj lahko za poljuben e > 0 izberemo § < 2.

Tockovnik:
+6 Tocka a).
+2 Skica krogel K(0,r).
+5 Skica krogel K(1,r).

+7 Obravnava zveznosti za F' in njen inverz.



6. naloga (10 tock)

Naj bo f :[0,1] — R zvezna funkcija z lastnostjo fol f(t)dt = 0. Dokazi, da obstaja c¢ € (0,1),

za katerega velja .
=— dt.
o)== [ s

Jo !

Namig: Analiziraj funkcije oblike F'(z) = g(x) (t)dt.

Resitev: Opazimo, da za funkcijo F' iz namiga velja F(0) = F(1) = 0. Ce je funkcija g zvezna

na [0,1] in odvedljiva na (0,1), po Rollovem izreku in osnovnem izreku analize obstaja tocka
c € (0,1), v kateri je F'(c) = 0. To pomeni, da je

4 /0 "Ryt + g()f(e) = 0,

oziroma, da je

1@ =29 [

Ce izberemo funkcijo g, ki zadoica zgornjima predpostavkama in g(z) = ¢’(z), dobimo Zelen
rezultat. Taka je na primer g(z) = e*.

Tockovnik:
+5 Analiza funkcije iz namiga in obstoj stacionarne tocke.

+5 Odvod F in izbira ustreznega g.

7. naloga (10 tock)

Funkcijsko zaporedje zveznih funkcij f,, : [0,2] — R po tockah konvergira k funkeiji f : [0,2] — R.
Na intervalih [0, 1] in (1,2] je konvergenca tudi enakomerna. Ali je f nujno zvezna na [0,2]?
Odgovor dobro utemelji!

Resitev: Trdimo, da je funkcija f zvezna. Res, ker so f,, zvezne, iz enakomerne konvergence
sledi, da je f zvezna na intervalih [0,1) in (1,2]. Zaradi zaprtosti intervala [0, 1] velja tudi
lim, ~ f(x) = f(1). Dokazati je torej treba le Se zvezo lim,\; f(x) = f(1). Denimo, ta ni
izpolnjena in funkcijska vrednost in desna limita razlikujeta za r > 0. Tedaj za vse dovolj velike
n € Nvelja [f,(1) = f(1)| < 5 in [fu(14+2) = f(1+2)] < 5, z > 0. Torej lim,\1 fn(z) # fru(1),

kar pa je v protislovju z zveznostjo f,.
Alternativa dokazu s protislovjem je direkten dokaz. Izberimo e¢ > 0. I8¢emo § > 0, da bo
l<z<l4+d=|f(z)— f(1)] <e
Iz enakomerne zveznosti na intervalih [0, 1] in (1, 2] sledi, da za nek dovolj velik n € N velja
€ €
) = D < S in 17@) — fue)] <
Zaradi zveznosti funkcije f, pa obstaja ¢ > 0, da velja
€
l<z<1l4+d=|f(1)— fulx)] < 3

To stevilo § izpolnjuje tudi nas pogoj, saj za 1 <z < 14 d velja

[f (@) = fF] < |f(2) = ful@)] + [fu(z) = (D] + [f(1) = Q)] <€



