Analiza 1
3. izpit
2. 9. 2019

1. naloga (20 tock)

N Vrsta je konvergentna natanko tedaj, ko njeni ¢leni konvergirajo k 0.

Zaporedje, podano z rekurzivno zvezo any1 = 23a, in zafetnim pogojem ag = 1, je

konvergentno.

Ce za A, B C R obstajata inf A in sup B, obstaja tudi inf(A — B).

Ce potenéna vrsta > o2 en(z —2)™ konvergira za x = 1, kovergira tudi za z = 3.

Polinom p z lastnostjo p(0) = p(1) ima na intervalu [0, 1] vsaj eno stacionarno tocko.

Obstaja x € R, da je tan(arctanz) # .

Ce je f enakomerno zvezna na R, so take tudi funkcije g(x) = af(z) 4+ b, za a,b > 0.

Vsaka funkcija, ki je zvezna na [0, 1] in (1, 2], je integrabilna na [1, 2].

Mnozica (0,1) x {0} je zaprta v evklidskem prostoru (R?, ds).

Za vsak n € N velja [;° a"e *dz =n [;° 2" te *da.
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Tockovnik:
+2 Vsak pravilen odgovor.
0 Prvi nepravilen odgovor.

-2 Vsak naslednji nepravilen odgovor.



2. naloga (10 tock)

Podan je sistem enacb:
(z—4—-2)" =

—_

arg(z —2 —1i) =

N

a) Za n = 4 poiséi vsa kompleksna stevila, ki ga resijo.
b) V odvisnosti od n € N obravnavaj stevilo njegovih resitev.
Resitev: Pri n = 4 iz prve enacbe ugotovimo, da je
z—4—2ie{£],+i}.

Vendar pa izmed stirih moznih Stevil drugemu pogoju zadoscata le 4 + 3¢ in 3 4 2i.
Sedaj enacbo obravnavajmo Se za splosen n € N. Pomagamo si z s skico v kompleksni ravnini.
Kompleksna stevila, ki resijo drugo enacbo lezijo na poltraku (24¢) + (1 +t)i, t > 0, Stevila, ki

krivulj sta tocki 4 4+ 37 in 3 4+ 2¢. Prva tocka je n-ti koren enote za n = 4k, druga pa za n = 2k.
Za n = 4k imamo torej dve reSitvi, za n = 4k + 2 eno samo, za lihe n sistem ni resljiv.

Tockovnik:
+5 Resitev za n = 4.

+5 Obravnava za n € N.

3. naloga (20 tock)
Podana je krivulja v polarni obliki
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a) Skiciraj graf funkcije ¢ — r(p). Pokazi, da ima krivulja dve razli¢ni vodoravni asimptoti
in krivuljo skiciraj.

r(p) =

b) Izracunaj plos¢ino omejenega lika med krivuljo in ordinatno osjo.

Resitev: Funkcija 7(¢) ima minimum v ¢ = 0 in pola pri ¢ = +7. Pokazimo obstoj vodoravne
asimptote
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Sedaj lo¢imo primera
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Plos¢ino izracunamo z integracijo

Tockovnik:
+2 Skica grafa r(p).
44 Izracun asimptot.
+4 Skica krivulje.

+10 Izracun ploscine.



4. naloga (20 tock)

Za n € N so podane funkcije f,(z) =In (1 + %)

dobro utemelji.

b) Dokazi, da je vrsta > -2, fn(z) konvergentna za vsak x € R. Ali je njena vsota zvezna
funkcija na R? (Namig: oceni In(1 + x).)

Resitev: Za vsak x € R velja

f(z) = lim fy(x)=Inl1=0.
n—oo
Konvergenca ni enakomerna, saj za vsak € > 0 in n € N obstaja z € R, da je | fn(z) — f(z)| > e.
Res, temu pogoju zadosca |x| > ny/e€ — 1.
Ce upostevamo, da je In(1 4+ z) > x, lahko uporabimo primerjalni kriterij

> z? = z? =1
n{1+= )<y = =22) =.

Su(1+5) <y L -ry S

n=1 n=1 n=1

Slednja Opazimo tudi, da je naSa vrsta enakomerno konvergentna na vsakem intervalu z €
[—R, R] (Weierstrassov kriterij). Torej je vsota zvezna na R.

Tockovnik:
+5 Limitna funkcija.
+5 Obravnava enakomerne konvergence za fy,.
+5 Konvergenca vrste.

+5 Zveznost vsote.

5. naloga (10 tock)

Ugotovi, za katere n € N obstaja limita

’ 2019(V/1+ 23 — 1) — a3
im :
=0 (e*® —1—z2)sin’x

Kadar obstaja, jo izracunaj.

Resitev: Uporabimo znane razvoje v vrsto

. 2019(V/1+a3 —1) — a3 _
lim 5 — = limg0
z—0 (e —1—z?)sin’z

2019(1+ o+ =5 a0 +o(a?) —1)—a®
4
(5 +o(2%)) (z+0(2?))?
: 2019(1—
(2%971)x3+ 2512 n)mﬁJrO(xg)

o
G +o(z8)

= lim, o

Ta limita obstaja le za n = 2019, njena vrednost pa je —%.

+7 Doloc¢itev ustreznega n = 2019.

+3 Izracun limite.



6. naloga (10 tock)

Mnozico vseh linearnih funkcij L = {kx + n|k,n € R} opremimo z metriko

d(f,g) = max |f(z) — g(z)|.

xz€(0,1]
a) Naj bo F : L — R? podana s predpisom F(kx +n) = (k,n). Skiciraj mnozico F(K(z,1)).

b) Ali je preslikava @ : (L,d) — R s predpisom ®(f) = fol f(z) dz zvezna?

Resitev: Zanimajo nas premice kx + n, ki zadoscajo

d(kz +n,z) = max |kz+n—z| < 1.
z€[0,1]

Maksimum tega izraza je dosezen v x = 0 ali x = 1, zato velja
d(kz +n,z) = max{|n|,|k — 1+ n|} < 1.

Dobimo torej dva pogoja
Inj<1 in —1<k—-14+n<Ll

Slika mnozice v tocki a) je stirikotnik, ki ga omejujejon =+1,n =2 —k in n = —k.
Podobno velja, da je preslikava v tocki b) zvezna, saj iz d(f, g) < J sledi, da je

Ing—ngl <0 in |ky —kg+np—mng| <6.
Za tak par premic pa nadalje velja

()~ #(a)| = |5 g,

< \kf—’fg+”f—2ng|+|nf—ng| .

+5 Tocka a).

+5 Tocka b).

7. naloga (10 tock)

Pois¢i zvezni funkciji f,¢g : R — R, ki zadoScata pogojema f(z)g(x) = z za vsak z € R in
f(0) = g(0) = 0. Ali obstajata zvezno odvedljivi funkciji, ki zadosc¢ata danima pogojema?

Resitev: Taki funkciji sta na primer
f(x) = Vx,g(z) = Va2,
Tak par nikoli ne bo zvezno odvedljiv, saj bi v tocki z = 0 moralo veljati
fl(@)g(x) + f(2)g'(x) = 1,
to pa je v protislovju z f(0) = ¢g(0) = 0.

+5 Primer funkcij.

+5 Odgovor na vprasanje.



