Numeriéne metode-fiziki, 4. 7. 2018
Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseéi 100 tock. Uporabljate 1 2 3 4 %

lahko pisalo, kalkulator in dva lista formata A4 z zapiski!

Ime in priimek Vpisna stevilka

Naloga 1 [25 tock]

Naj bo A € R™ " spodnja trikotna matrika, B € R™*™ zgornja trikotna matrika in C' € R™*". Predposta-
vimo, da sta A in B nesingularni. Izracunati zelimo matriko X € R"*" da bo AXB = C.

a) Opisite ¢im bolj ekonomicen algoritem za izra¢un matrike X brez pivotiranja.
b) Utemeljite red ¢asovne zahtevnosti algoritma iz tocke a).

c¢) Poiscite X v primeru, ko je

10 1 3 1 5
a=(o0) 5= 1) o= (5 ):

Resitev. Pisimo Y = XB = [y;,¥s,...,¥,] in C = [e1,¢2,...,¢,]. Vektorjey,, i =1,2,...,n, dobimo z n
resevanji sistemov Ay, = ¢;. Ker je matrika A spodnja trikotna, vsako resevanje zahteva n? operacij, skupaj
torej n3 operacij. Zvezo XB =Y prepisemo v BT XT = Y7 in stolpce matrike X7 izra¢unamo na enak
naéin, kot stolpce matrike Y, saj je B zgornja trikotna, torej je BT spodnja trikotna. Potrebujemo spet n3
operacij, skupaj torej 2n3.

Za poseben primer iz naloge po zgornjem postopku dobimo

v=(5 %)
(3

in



Naloga 2 [25 tock]

Eksplicitno zapisite Househoulderjevo zrcaljenje P, ki preslika vektor = [3,0,4]7 v veckratnik prvega
enotskega vektorja. Nato poiséite vektor, ki ga P preslika vy = [1,2,3]7.

Resitev. Householderjevo zrcaljenje P je oblike

2
P=1- ww?
wlw

kjer je w = [3 +5,0,4]”. Torej je

—3/5 0 —4/5
P=| 0 1 o0
—4/5 0 3/5

Matrika P je simetri¢na in ortogonalna, zato je P~' = PT = P. Ker i§¢emo P, da je Pz =y, je

z=Ply=Py=1[-321]".



Naloga 3 [25 tock]

Funkcijo f(z) = 1/z aproksimirate na intervalu [1, 3] tako, da s polinomom p stopnje 5 interpolirate vrednosti
in prve odvode v tockah xo =1, x1 = 2 in o = 3.

a) Dolocite ustrezni interpolacijski polinom p v Newtonovi obliki.

b) Cim bolje ocenite, koliko je lahko najvec

max |f(z) —p(z)|.

1<x<3

Resitev. Upostevamo, da je f/(z) = —1/2? in sestavimo tabelo deljenih diferenc
H [’] [”] [.’.’.7] [.’.’.7.7.] [.7.7.’.’.]
11
-1
1] -1 1/2
~1/2 ~1/4
2(1/2 1/4 1/12
~1/4 ~1/12 —1/36
2| —1/4 1/12 1/36
~1/6 ~1/36
301/3 1/18
-1/9
3| -1/9

Polinom p se torej v Newtonovi obliki glasi

pla) =1 (o~ 1) + 50— 1P~ 3~ 1@ —2) + 15z~ DAz — 27 = ooz — 12 — 2 - 3).

Za oceno napake uporabimo

(6)
IR 0(@)] < = max ‘f(G)(ﬁ)

6! 720 ¢el13] mas jw()]

z€(1,3]

[f(z) —p(z)| =

Ker je maxgep 3 | £ (€)] < 720 in max, 1 5 [w(z)| = |w(T)| = 4/27, Kjer je T = (6 — v/3)/3, je

max | £() p(x)] < 4/27.



Naloga 4 [25 tock]

Zacetni problem y' = f(x,y), y(a) = yaq, reSujete z metodo Runge-Kutta oblike

ki = f(@n—1,Yn-1),

2 2
ko = f(ﬂfn—l + §h7 Yn—1 + §h kl),

h
Yn = Yn—1+ Z(kl + 3k2).

Naj bo f(z,y) = —zy in y(0) = 1. Z omenjeno metodo izracunanjte numeric¢ni priblizek za totno resitev
pri x = 1/2, ¢e za korak vzamete h = 1/2. Koliksna je absolutna napaka izra¢unanega priblizka? Kaksen je
priblizek za odvod v tocki x = 1/27

Resitev. Iz podatkov naloge sledi f(x,y) = —zy, zp = 0, x1 = 1/2, yo = 1 in h = 1/2. Torej je
k1 = f(xzo,y0) = f(0,1) =0, ke = f(xo+2/3h,yo+2/3hk1) = f(1/3,1) = —=1/3 iny; = yo+h(k1+3ke)/4 =
14+1/8(—1)=7/8=0.875.

Tocno resitev enacbe lahko dobimo z metodo separacije spremenljivk. Izkaze se, da je y(z) = exp(—22/2),
torej je absolutna napaka enaka |exp(—1/8) — 7/8| ~ 0.007497. Odvod v tocki x = 1/2 lahko ocenimo z
y(1/2) ~ —1/2(7/8) = —7/16 = —0.4375.



Numeriéne metode-fiziki, 23. 8. 2018

Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseéi 100 tock. Uporabljate 1 2 3 4 %
lahko pisalo, kalkulator in dva lista formata A4 z zapiski!
Ime in priimek Vpisna stevilka

Naloga 1 [25 tock]

Izra¢unajte LU razcep z delnim pivotiranjem za matriko

S = W

4
1
1
0

— O~
O = =N

-1
Izra¢unati morate torej spodnjo trikotno matriko L z enkami na diagonali, zgornjo trikotno matriko U in
permutacijsko matriko P, da bo PA = LU.

Resitev. Na prvem koraku pivotiranje ni potrebno, zato izvedemo samo eliminacijo z zgornjim levim
elementom v A. Dobimo matriko (kvociente pri eliminaciji smo pisali v spodnji trikotnik matrike)

1 2 3 4
1 -1 -2 -3
0 1 0 1

1 -2 -4 -4

Na naslednjem koraku zamenjamo drugo in ¢etrto vrstico in izvedemo ustrezno eliminacijo. Tako dobimo

1 2 3 4
1 -2 -4 —4
0 —-1/2 -2 -1
1 12 0 -1

Ker je element na mestu (4, 3) enak ni¢, je postopek zaklju¢en. Konéni rezultat so matrike

1 0 00 1 2 3 4 100 0
1 1 00 0 -2 —4 —4| . 0001
E=1o Z1i2 10 YSlo 0o —2 1| ®P=lo01 0
1 1/2 0 1 00 0 -1 0100



Naloga 2 [25 tock]

Poiscite Householderjevo zrcaljenje P : R3 — R3, za katerega je Px = —z, kjer je z = (1,—2,3)7. Nato
izracunajte ||P||r, ||P|loc in || P||2.
Resitev. Householderjevo zrcaljenje je oblike P = T — 2/ ('wT'w) ww’, kjer je w normala ravnine, preko

katere zrcali P. Ker je w oCitno lastni vektor za P, ki pripada lastni vrednosti —1, lahko vzamemo w = z.
Tako dobimo matriko

6 2 -3
2 1
e -3 6 —2

Ustrezne norme so ||P|lp = Y4 ~ 1.7321, ||P|lo = 11/7 ~ 1.5714 in ||P| = 1. Prvi dve dobimo z
neposrednim racunom, tretja sledi iz dejstva, da je P ortogonalna matrika.



Naloga 3 [25 tock]

S polinomom stopnje najve¢ 4 interpolirate tocke To(—2,—7), T1(—1,0), T2(0,y0), T3(1,2) in T4(2,9).
Dolocite yg tako, da bo interpolacijski polinom stopnje 3.

Resitev. Ker je tock pet, jih zagotovo lahko interpoliramo s polinomom p4 stopnje ne veé kot 4. Ce polinom
zapisemo v Newtonovi obliki, bo njegova stopnja manjsSa kot 4 natanko tedaj, ko bo deljena diferenca reda
4 enaka 0. Torej mora biti [-2,—1,0,1,2]py = 0. Slednjo dobimo s pomocjo tabele deljenih diferenc

Iz # = 0 sledi yg = 1. Ker je tedaj

—7
7
: =
i 3—2yo
Yo 1—yo =it
2—-1o 1o
z e
7
9
3_% =120, je ustrezni interpolacijski polinom res stopnje 3.



Naloga 4 [25 tock]

S pomocjo Sturmovega zaporedja se prepricajte, da matrika

S O =
O ==
e )
== O O

nima nobene lastne vrednosti na intervalu [1/2,3/2].

Resitev. Nalogo bi lahko u¢inkovito resili tako, da bi izra¢unali zaporedji vrednosti polinomov Sturmovega
zaporedja pri 3/2 in pri 1/2 ter primerjali stevilo sprememb predznakov. Pa vseeno izra¢unajmo zaporedje
polinomov. Opazimo, da jea, =1, r=1,2,3,4in b, =1, r =1,2,3. Iz zveze fr11(\) = (arr1 — N) fr(A) —
b2f,_1()\) in dejstva, da je fo(A) = 1, dobimo f1(A) =1 =\, fo(A) = A2 =2, f3(\) = A3 +3X2 - X —1in
fa(A) = A — 423 + 32 + 2\ — 1. Pri A = 3/2 dobimo zaporedje

1,—1/2,-3/4,7/8,5/16,

pri A = 1/2 pa zaporedje
1,1/2,-3/4,~7/8,5/16.

Stevilo ujemanj predznakov je v obeh primerih 2, zato na [1/2,3/2] ni nobene lastne vrednosti.



Numeri¢éne metode-fiziki, 4. 9. 2018
Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseéi 100 tock. Uporabljate 1 2 3 4 %

lahko pisalo, kalkulator in dva lista formata A4 z zapiski!

Ime in priimek Vpisna stevilka
Naloga 1 [25 tock]

Dan je sistem enacb
n—i+1
aij.%’j:bi, 2:1,2,...71,
-1

J

za neznanke x;, 1 =1,2,...,n.
a) Kdaj je sistem enacb enoli¢no resljiv?
b) Zapisite ¢im bolj ekonomicen algoritem za reSevanje takega sistema.

c) Prestejte tocno Stevilo operacij algoritma iz tocke b) (Stevilo mnozenj, deljenj, sestevanj in odstevanj).

Resitev. Ce sistem zapiSemo v matriéni obliki, dobimo Az = b, kjer je & = [z1,...,2,]%, b= [b1,bo,...,bn]T
in
ai a2t Alp-2 Alp-1 Qln
as1 agy v agp-2 G2p-1 0O
Y I e S
n-11 ap-12 0O 0 0
an,1 0 0 0 0
Zlahka opazimo, da matrika postane spodnja trikotna, ¢e zamenjamo prvo in zadnjo vrstico, drugo in
predzadnjo vrstico.... Pogoj, da je nesingularna, je, da so diagonalni elementi tako permutirane matrike
nenicelni, torej a; n—i+1 # 0,7 =1,2,...,n. Ucinkovit algoritem za reSevanje sistema je kar direktno vstavljanje

na prej omenjenem permutiranem sistemu linearnih enacb. Stevilo operacij je n2.



Naloga 2 [25 tock]

Naj bo a > 0. Zaporednje je dano rekurzivno s formulo

3
2z7 +a
2 )
3z

r=0,1,...

Tril =

a) Poiscite realne negibne tocke zaporedja.

b) Dolocite red konvergence iteracije k vsaki od privla¢nih negibnih tock.

Resitev. Ce zaporedje zapisemo kot z,41 = g(z,), kjer je g(x) = (22° + a)/(32?), moramo poiskati negibne
tocke funkcije g. Iscemo torej resitve enacbe a = g(«). S preprostim racunom preverimo, da je o = ¥/a edina
realna resitev.

Red konvergence sledi iz ni¢elnosti zaporednih odvodov funkije g pri a.. Ker je ¢'(a) =0in ¢" () =6/ /a 0,
je red konvergence torej 2. Tocka je privlacna zato, ker je |¢'(a)| =0 < 1.



Naloga 3 [25 tock]

Podatke

1 4
Yi 2 6

wlw | O
ol | hO
NI | QO

aproksimirajte po metodi najmanjsih kvadratov s parabolo oblike y = az? + .

Resitev. Iz podatkov dobimo predolocen sistem, ki ga zapiSemo v matri¢ni obliki

3]
0 1 2
11 N 2
_ 1 5
A
9 1 7
— | 2

16 1 x 6
| — .
A ~——
b

Resitev po metodi najmansih kvadratov dobimo kot reSitev normalnega sistema
AT Az =ATb,

kjer je

—_

279
ATA:[354 30] in Asz[ : ]
2

30 5

Dobimo sistem enacb 354« + 3083 = % in 30a + 503 = %, ki ima reSitev a = 1% in 8 = %. Iskana parabola
; - 31 .2, 217
JeY = 1167 t 15



Naloga 4 [25 tock]

Zacetni problem
y"(x) =xy(z), y(0)=0, y'(0)=2, y"(0) =4,

na intervalu [0, 1] resujete z eksplicitno Eulerjevo metodo za sistem prvega reda s korakom h = 1/2. Dolo¢ite
numeric¢na priblizka za y’(1/2) in y"(1).

Resitev. Uvedemo nove spremenljivke 1 = v, y2 = ¥’ in y3 = 3" ter diferencialno enacbo tretjega reda
prepisemo v sistem prvega reda Y’ = F(2,Y), kjer je Y = [y1,v2,y3]7 in F(x,Y) = [y2,y3,2y1]. Eulerjeva
metoda se glasi

YO oy L h R (wr,Y(T)) . r=0,1,...

Pri tem je 2, =7 h in Y(© = [0,2,4]7. Dobimo Y = [1,4,4]" in Y® =[3,6,17/4]. Torej je y/(1/2) ~ 4 in
y"(1) ~ 17/4.



