Podatkovne strukture in algoritmi 1: 1. izpit
4. 6. 2020

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 80 tock. Veliko uspeha!

1. naloga (20 tock)

S spodnjo sliko je podan graf G.

Najdi minimalno vpeto drevo s pomodéjo Primovega algoritma, pri ¢emer zaénemo pri vozlis¢u

“a” in sosede vedno obravnavamo po abecedi.

Algoritem izvajaj po iteracijah. Pri vsaki iteraciji algoritma simuliraj odvzemanje in dodajanje
povezav v kopico. Za vsako povezavo, ki jo vzames iz kopice, utemelji, zakaj je v kon¢nem
drevesu ali zakaj ni.

Resitev: (Kopice ta resitev ne simulira)

imamo vozlis¢e “a”, oznac¢imo kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢
vrsta: [(ac, 2), (af, 2), (ae, 6), (ah, 17)]

pop: [(ac, 2)], ozna¢imo “c” kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢
vrsta: [(af, 2), (ae, 6), (ah, 17), (cb, 14), (cf, 17)] pop: [(af, 2)], oznacimo “f” kot visited, do-
damo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢

vrsta: [(ae, 6), (ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (b, 16), (fd, 14), (fi, 1)] pop: [(fi, 1)], oznac¢imo “i”
kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢

vrsta: [(ae, 6), (ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (fb, 16), (fd, 14), (id, 14), (e, 2), (ig, 12), (ih, 13)]
pop: [(ie, 2)], oznacimo “e” kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢
vrsta: [(ae, 6), (ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (fb, 16), (fd, 14), (id, 14), (ig, 12), (ih, 13), (eb, 17),
(ed, 16)]

pop: [(ae, 6)], ne dodamo povezave, ker sta “a” in “e” Ze obiskana

vrsta: [(ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (fb, 16), (fd, 14), (id, 14), (ig, 12), (ih, 13), (eb, 17), (ed, 16)]
pop: [(ig, 12)], oznac¢imo “g” kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlisé
vrsta: [(ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (fb, 16), (fd, 14), (id, 14), (ih, 13), (eb, 17), (ed, 16), (gh, 5)]
pop: [(gh, 5)], ozna¢imo “h” kot visited, dodamo sosednje povezave do neobiskanih vozlis¢
vrsta: [(ah, 17), (cb, 14), (cf, 17), (fb, 16), (fd, 14), (id, 14), (ih, 13), (eb, 17), (ed, 16), (hb, 16)]
pop: [(c, b)], ozna¢imo “b” kot visited, ni sosednjih neobiskanih povezav

pop: [(fd, 14)], oza¢imo “d” kot visited. Sedaj smo obiskali vsa vozlisc¢a, tako da lahko zaklju-
¢imo.

Drevo vsebuje povezave: ac, af, fi, ie, ig, gh, cb, fd



2. naloga (20 tock)

Oznac¢imo s P mnozico vseh prastevil. Predpostavili bomo, da vse aritmeti¢ne operacije na
stevilih trajajo konstantno casa.

a) (5) Napisi algoritem za preverjanje ali je naravno Stevilo n prastevilo (n € P), ki tece v

O(y/n) Casa.

b) (5) Dokazi, da z algoritmom iz prejsnje naloge traja ©(n
n ugotovimo, ali so prastevila.

ER .
2) Casa, da za vsa Stevila od 1 do

c) (5) Denimo, da naprej skonstruiramo Eratostenovo reseto, nato pa za vsako Stevilo preve-
rimo, ali je prastevilo. Koliko Casa traja racunanje reseta in nato posamezna poizvedba?

V spomin: Eratostenovo reseto naredimo tako, da vsa stevila od 2 do n napisemo v tabelo, nato
pa po vrsti értamo veckratnike do sedaj neprecértanih Stevil. Stevila, ki ostanejo so prastevila.
Pomoc: Mertensov drugi izrek pravi:
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kjer je M =~ 0.261497 Meissel-Mertensova konstanta.



d) (5) Denimo, da si v resetu za vsako Stevilo zapomnimo, katero stevilo je bilo prvo, ki je bilo
krivo, da smo ga preértali (Ce pa ga nismo, si zapomnimo neko drugo vrednost, npr. —1). Za
reseto od 2 do 27 bi dobili npr.

[71’ 71, 27 717 27 *]-a 27 37 27 *]-a 2a *]-a 25 35 27 *L 2a 71, 2737 2a 71’ 2’ 57 273]

S pomocjo ze zgrajene take strukture za vsa Stevila do nekega ny, izpelji algoritem za razcepljanje
stevil manjsih od ng na prafaktorje. Pokazi, da traja O(logn) ¢asa, da razcepimo stevilo n < nyg.
Konstruiraj druzino stevil, ki realizira to ¢asovno zahtevnost.

Resitev:

a) Primer implementacije:

def is_prime(n):

i=2
while i*i <= n:
ifn%i==
return False
i+=1

return True

Preverjati je potrebno samo do /n, ker so pari deliteljev simetri¢ni okrog te vrednosti. Zanka
se v najslabSem primeru, ko je n € P ali popoln kvadrat izvede |y/n]-krat, vsaki¢ je konstantno
operacij, kar je O(y/n).

b) Ce za vsako $tevilo ponovimo enak postopek, traja vse skupaj

T:zn:\fz‘

Lahko je pokazati da je T = O(ny/n), saj velja T' < > | \/n = nlogn Za © moramo oceniti
tudi v drugo smer. Lahko npr. s pomo¢éjo integrala

wl N
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T> Vrdr ==n2 —
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ali pa z argumentom, kjer ocenimo vsako polovico seznama posebej.

V resnici za zaporedje n stevil vemo, da ne morejo biti vsa prastevila, in se za veliko Stevil
funkcija is_prime konca hitreje. V resnici je ¢asovna zahtevnost enaka » ;" | dmin(n), kjer je
dmin najmanjsi delitelj, ampak to ni bila poanta naloge...

Poizvedbe so samo vpogled v seznam in trajajo O(1).

¢) Za konstrukcijo reSeta moramo za vsako prastevilo p < n precrtati vse njegove veckratnike
do n, teh je manj kot |n/p]. Ostali deli algoritma kot so npr. inicializacija tabele so linearni.
Tako lahko ocenimo

T =0(n)+ Z O(|n/p]) < O(n) + nz O(1/p) = O(n) + O(nloglogn) = O(nloglogn),

p€EP peP
p<n p<n

kjer smo uporabili Mertensov izrek.
d) Za vsako stevilo pogledamo v seznam, kaj je njegov najmanjsi prafaktor. Ce je to —1, smo

zakljucili, sicer pa ga lahko s faktorjem delimo in ponovimo enak postopek. Vsakic¢ stevilo vsaj
razpolovimo, tako da je gotovo konec v O(logy n) korakih. To realizirajo stevila oblike 2*.



3. naloga (20 tock)
Dana je tabela a]0..n—1] dolzine n, katere elementi so cela Stevila.

a) (5) Najdi algoritem, ki najde maksimum izraza a[i] — a[j] v O(n?) ¢asa, pri ¢emer mora
veljati 0 < i < j < n. Algoritem izboljSaj, da porabi O(n) ¢asa. Za oba algoritma utemelji
pravilnost in ¢asovno zahtevnost.

b) (10) Najdi algoritem, ki najde maksimum izraza a[i] — a[j] + a[k] — a[l] v O(n*) casa, pri
¢emer mora veljati 0 < i < j < k <l < n. Algoritem izboljsaj, da porabi O(n) ¢asa. Za oba
algoritma utemelji pravilnost in ¢asovno zahtevnost.

c) (5) Najdi algoritem, ki najde maksimum splosnega izraza iz e (e < n) elementov tabele in
dvojiskih operatorjev (predstavljenega z drevesom). Oznac¢imo splosne indekse z i1, ..., in
e — 1 operatorjev z opy,...,0p.—1. Primer izraza:

Ops
. / \
N

ops
. /\
op2 Op4 op7  alio]
/N Y/ N\ /N
op1 a[’ig] a[i4] a[i5] Op6 a[ig]
Y\ Y\
alia]  alis] alig]  alir]

V drevesu so indeksi in operatorji vedno osteviléeni od leve proti desni. Operacije lahko izbiramo
iz mnozice {4, —, max, min}.

Najdi algoritem, ki maksimizira splosen izraz pri pogoju 0 < i; < --- < i, < n in oceni njegovo
casovno zahtevnost.

Resitev:

a) V O(n?) ¢asa imamo dve for zanki (v ustreznih mejah), ki pogledata vse moznosti.

Ko pri nekem a[j] gledamo, kaj najve¢ lahko doseSemo, bi bilo dobro vedeti maximum seznama
al0 : j]. Te maximume si lahko kumulativno pora¢unamo vnaprej v neko tabelo mazod]i] z
zvezo mazod|i] = max(a[i], mazod[i — 1]). Nato se Se enkrat zapeljemo ¢ez tabelo in izra¢unamo
min; (mazod[j| — a[j]).

(obstajajo tudi resitve, ki gredo samo enkrat Cez seznam brez dodatnega spomina, ampak ta se
dobro posplosi; ekvivalentno lahko tudi naredimo z druge strani s tabelo minod[i] = min(a[i :
n]))

b) V O(n*) ¢asa zopet pogledamo vse moznosti s 4 for zankami. Hranimo 4 tabele: m; hrani
kumulativne maksimume ali], mg hrani maksimume a[i] — a[j], m3 hrani maksimume a[i] —a[j]+
alk], m4 pa kumulativne maksimume celotnega izraza.

for (dnt i =n - 1; i >= 0; i--)

m1[i] = max(mi[i+1],al[i]);
for (int 1 =n - 2; i >= 0; i--)

m2[i] = max(m2[i+1], mi[i + 1] - alil);
for (int 1 =n - 3; 1 >= 0; i--)

m3[i] = max(m3[i+1], m2[i + 1] + alil);
for (int 1 = n - 4; i >= 0; i--)

m4[i] = max(m4[i+1], m3[i + 1] - al[il);

c) Za vsak operator hranimo podobno tabelo kumulativnih maksimumov, myg[é], ki hrani ma-
ksimum podizraza na tabeli a[0 : i], ¢e je sam levi otrok ali pa na ali : n| ¢e je desni otrok. V
primeru da je desni otrok — operatorja, hrani minimume namesto maksimumov. Tako lahko
racunamo maksimume od otrok do korena, za vsakega porabino n casa, za e operatorjev torej
O(ne). a) in b) dela sta posebna primera, ko sta drevesi verigi in lahko to naredimo z zapore-
dnimi for zankami.



4. naloga (20 tock)
Naj bo G = (V, E) utezen usmerjen graf brez negativnih ciklov z utezjo w: E — R.

a) (10) Denimo, da bi se Zeleli negativnih utezi znebiti tako, da definiramo novo utez w': £ —
[0,00), tako da stari utezi pristejemo ustrezno velik c:

w'(uwv) = w(uw) + c.

Dokazi, da ta postopek ne deluje. Konstruiraj druzino grafov G;, tako da gre n(G;) proti
neskoncno in da Dijkstrov algoritem za noben c¢ ne deluje pravilno (za vsak ¢ obstaja vsaj en
par vozlis¢, kjer najde napacno najkrajso pot).

b) (10) Naj bo s poljubno vozlis¢e. Denimo, da smo izracunali razdalje od s do vseh drugih
vozlis¢é. Drugace povedano, izracunano imamo funkcijo d

d(v) = min {Z w(u) | P pot med s in v}

ueP

Dokazi, da lahko utezi spremenimo tako, da bodo vse pozitivne in da bo Dijkstrov algoritem
deloval pravilno (najkraj$a pot v novem grafu, najdena z Dijkstro in nakrajsa pot v starem grafu
sovpada za vsak par vozlisc).

Resitev:

a) Tezava je, povezave z razliéno koraki razlicno kaznujemo. En mozen primer druzine:

s = t < u, poleg tega pa s in u povezemo z i vozliséi s povezavami teze 1.

Najkraj$a pot je prek s — --- — u — t dolga (i 4+ 1) —i = 1. Ce pristejemo poljuben ¢ (ki mora
biti vecji od i), pa je zgornja pot dolga i + ¢, spodnja pa (i + 1)(c + 1), kar je (precej) vec.

b) Ce bi nas zanimale samo poti od s, bi lahko vse utezi delili z dolzino najkrajse in tako enako
kaznovali vse dolzine poti.

Ideja je, da definiramo w'(uv) = w(uv) + d(u) — d(v). Tako vsako pot aujusy...urb od a do b
utezimo enako: w'(aujus ... ub) = w(a) + d(a) — d(u1) + w(p1) + d(ur) — d(uz) + - - - + w(b) +
d(ug) — d(b) = (w(a) + w(p1) + -+ + w(px) + w(b)) + d(a) — d(b), kar je originalna cena poti,
povecana za d(a) — d(b). To je neodvisno od poti in torej enako za vse poti od a do b, zato ne
vpliva na pravilnost Dijkstre.

Algoritem je znan kot Johnsonov algoritem.!

"https://en.wikipedia.org/wiki/Johnson\%27s_algorithm



