Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
9.2.2010

1. Pri resevanju enacbe f(x) := exp(z) + 2z = 0 s tangentno metodo smo
z uporabo zacetnega priblizka xy dobili z; = 2.

(a) Zapisite enacbo za zacetni priblizek xy in jo resite z navadno ite-
racijo. Kaksen je red konvergence v blizini resitve?

(b) Izracunajte resitev enacbe f(z) = 0 na 5 decimalk natancno z
zgornjim zacetnim priblizkom.

2. Naj bo
1 2 3 4
-2 -3 =5 -7
A= 1 4 6 4]
-2 -3 —4 -8

ter L in U matriki iz LU razcepa matrike A brez pivotiranja. Izracu-
najte produkt ||L||; [|U]|co-

3. 'V statistiki pogosto uporabljamo matriko
H=XXTX)"'XT,

kjer je X € R™*", m > n in rang X = n. Pogosto potrebujemo samo
diagonalne elemente matrike H. Sestavite ucinkovit algoritem za nji-
hov izracun, in dolocite stevilo operacij, ki so za to potrebne. Nasvet:
pomagajte si s QR razcepom matrike X.

4. Izpeljite kvadraturno pravilo
1
[ rt@)ds = Ay By + o+ Dy + RS,
zo
kjer je y; = f(x;), vy = f'(x;). S pomocjo gornjega pravila izracunajte
/ b ode
0 1 +x

in primerjajte rezultat s to¢no vrednostjo integrala.
Nasvet: lazje bo racunati z uporabo h := x1 — xy.




1.

4.

Uvod v numeric¢ne metode
2. pisni izpit
23.2.2010
Dolocite p, g in r v iterativni formuli
a a?
Tpp1 =prrt+q—5+r—, k=0,1,...,
Ly, L,

za racunanje {/a, tako, da bo konvergenca reda 3. Izracunajte v/5 s
pomocjo navedene metode z zacetnim priblizkom xy = 3 na 6 decimalk
natancno.

. Dana je matrika

1 -1 0
A=1|-1 2 0
0 -1 2

(a) Izracunajte QR razcep matrike A z uporabo Givensovih rotacij.

(b) Preko QR razcepa resite sistem Az = b, kjer je b = [0, 1, 1]7.

Recimo, da smo Ze resili sistem linearnih enacb s pozitivno definitno
matriko Ax = b z metodo Choleskega. ZapiSite ekonomicen algoritem
za reSevanje razsirjenega sistema

i+ o[-

ki ga dobimo iz prejsSnjega sistema tako, da dodamo eno vrstico in
en stolpec ter en element v vektor na desni strani (tako, da je tudi
razsirjena matrika simetricna pozitivno definitna). Prestejte Stevilo
dodatnih operacij.

(a) Naj bodo tocke xq,xs. ...z, razlicne. Izracunajte deljeno dife-
renco
['rlv Ty 7xn]f7
kjer je
x

(b) Izracunajte [0,0,1,1]f, kjer je funkcija f definirana v prejsnji
tocki.



Uvod v numeri¢ne metode
3. pisni izpit
926.8.2010

1. Za reSevanje enacbe e” = % bi radi uporabili iteracijsko formulo

(1 +a,)
142z, +logx,

Tri1

(a) Izracunajte red konvergence te iteracije.

(b) S pomocjo gornje iteracije izracunajte resitev na 6 decimalk na-
tancno. Za zacetni priblizek vzemite xy = 0.5. Koliko iteracij
potrebujemo?

2. Najbo A € R**? nesingularna in x(A) = ||A||||A~"|| za ustrezno normo.
Pokazite, da velja:

T _ T 1
KF(A A) = K/Q(A A) + m

3. Dana je simetri¢na pozitivno definitna matrika A € R™*" in vektorji
x; € R", i =1,2,...,100. Sestavite ucinkovit algoritem za izracun

vi A e, i=1,2,...,100,

in prestejte Stevilo operacij.

4. Izpeljite pravilo za numeri¢no odvajanje

f'(wo) = Af (o) + Bf (21) + Cf (x2) + D™ (€),

tako, da bo toctno za polinome ¢imvisjih stopenj. Pri tem so tocke
To, T1, To ekvidistantne.

Doloé¢ite optimalni h za funkcijo f(z) = log(z) na intervalu [2, 3], tako
da bo skupna napaka metode najmanjsa.



Uvod v numeri¢ne metode
1. izpit
14.2.2011

. Pri avtomatskem razpoznavanju objektov na sliki smo dobili vektorja
x in y, ki predstavljata koordinate tock (naravna Stevila). Definirajmo
matriko A = [zy] € R™?. Sestavite ucinkovit algoritem za izra¢un
|All2 in prestejte Stevilo operacij. Pri tem pazite, da ne bo prislo do
prekoracitve obsega.

. S pomocjo Householderjevih zrcaljenj in QR razcepa resite sistem enach

T+ 6y — 2z = —T,
20 +y — 2z = —1,
20 + 2y + 62 = 6.

Zapisite vimesne rezultate.
. Dana je funkcija f(z) = 2% +logx + a, a > 0.

(a) Dokazite, da ima f eno samo niclo.

(b) Dokazite, da tangentna metoda za izracun nicle f konvergira za
vsak zacetni priblizek xg > 0. KolikSen je red konvergence?

(¢) Naj bo a = 1. Izra¢unajte resitev na 5 decimalk natancno.

. Dani sta tocki T in T v ravnini, in ravninska vektorja dg,d;. Radi bi
poiskali ravninsko parametriéno polinomsko krivuljo p(t) = (x(¢),y(t))
stopnje < 3, tako, da velja

p(0) =Ty, p(l)=Ti, p0)=d, Pp(1)=di.

Dokazite, da krivulja obstaja in je enolicna.



Uvod v numeri¢ne metode
9. izpit
14.3.2011

1. Naj bo A € R**? obrnljiva simetri¢na matrika. Dokazite enakost
sled(A?) = | det A| kp(A).

Namig: kp(A) = ||A|lr ||A7Y|F, kjer je || - ||r Frobeniusova norma.

2. Recimo, da smo zZe resili sistem linearnih enach s simetri¢no pozitivno
definitno matriko Ax = b z metodo Choleskega. Zapisite ekonomicen
algoritem za reSevanje razsirjenega sistema

01

ki ga dobimo iz prejSnjega sistema tako, da dodamo eno vrstico in
en stolpec ter en element v vektor na desni strani (tako, da je tudi
razsirjena matrika simetricna pozitivno definitna). Prestejte stevilo
dodatnih operacij.

3. Naj bodo A; € R™"™, m >n, b € R", i =1,2,...,k. Vsaj ena od
matrik A; naj bo polnega ranga. Dolocite tisti € IR", ki minimizira

1zraz
k

=1

in dokazite, da je reSitev enoli¢na.

4. Izpeljite formulo za numeri¢no integriranje

AjﬁWM:Aﬂm+Bﬂ®+Cﬂ®+Rf

Ocenite napako za primer f(x) = cosz in jo primerjajte z izra¢unano
napako.



Uvod v numeri¢ne metode
3. izpit
920.8.2011

1. S tangentno metodo izpeljite iterativno metodo za izracun {/a, kjer
je @ > 0 in n > 1 naravno Stevilo. Za katere zacetne priblizke je
metoda konvergentna? Z izpeljano metodo izracunajte v/5 na 6 deci-
malk natancno.

2. Naj bo A € R™" m > n, in rang(A)=n. Znan je QR razcep matrike
A, A = QR. Zapisite ekonomicen algoritem za izracun diagonalnih
elementov matrike B = (AT A)™! in prestejte Stevilo operacij.

3. Dana je Sylvestrova enachba AX — XB = C, kjer je A € R"", B €
R™ ™ in C € RR™™. Poiscite resitev Sylvestrove enacbe, tako da
uporabite naslednje korake:

a) S pomocjo Schurovih form za A in B pretvorite enacbo v obliko
AYY — Y B = (', kjer sta matriki A" in B’ zgornje trikotni.

b) S pomocjo a) sestavite algoritem za izracun Y, nato pa izrazite
X.

c) Kaksen pogoj mora biti izpolnjen, da ima enacba resitev?

Nasvet: matriko Y zapisite po stolpcihY = [y ya ... Ym] in izracunajte
vsak stolpec posebej.

4. Dana je funkcija f(x) = sinz. Poiscite interpolacijski polinom, ki se z
f ujema dvojno (v tockah in odvodih) pri 0,7/12, 7/6. Ocenite napako
interpolacije.



1.
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Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
15.2.2013

Dolocite p, g in r v iterativni formuli

2

a a

Tpp1 =prrt+q—5+r—, k=0,1,...,
L, L,

za racunanje {/a, tako, da bo konvergenca reda 3. Izracunajte v/5 s
pomocjo navedene metode z zacetnim priblizkom xy = 3 na 6 decimalk
natancno.

Dana je simetricna pozitivno definitna matrika A € R™*" in vektorji
x; € R",i=1,2,...,100. Sestavite uc¢inkovit algoritem za izra¢un

vl A ey, i=1,2,...,100,
in prestejte stevilo operacij.
Naj bo A € R™™ in naj velja d; = [a;| — >, lay| > 0 za i =
1,2,...,n. Dokazite, da velja

(a) Izpeljite pravilo za numeri¢no odvajanje

f'(x0) = Af(x0) + Bf(x1) + Cf(w2) + DF™(€),

tako, da bo tocno za polinome ¢imvisjih stopenj. Pri tem so tocke
To, T1, To ekvidistantne.

(b) Napaka pri izracunu vrednosti f(x) je omejena z u = 107¢. Ocen-
ite optimalni h, ¢e je f(z) = sinx in zg = 0. Primerjajte numericni
priblizek za odvod s to¢no vrednostjo.



Uvod v numeri¢ne metode

2. pisni izpit

13.3.2013
1. Naj bo
1 2 3 4
-2 -3 =5 -7
A= 1 4 6 4]
-2 -3 —4 -8

ter L in U matriki iz LU razcepa matrike A brez pivotiranja. Izracu-
najte produkt || L||1 ||U||co-

2. Naj bodo 4, € R™"™, m >n, b € R", i =1,2,...,k. Vsaj ena od
matrik A; naj bo polnega ranga. Dolocite tisti z € IR", ki minimizira

1zraz
k

> (A —b) " (Aw — by),

i=1

in dokazite, da je resitev enoli¢na.

3. Dana je matrika
a 1
A=t
Ce vzamemo vektor 2o = [1,1]7 in izvedemo en korak inverzne potenéne
metode (brez normiranja), dobimo x; = [2,2]7. Dolo¢ite a in d.

4. Izpeljite kvadraturno pravilo
| #@)de = Af(@u) + Bf(e)) + CF (o) + Df (1) + RS

tako, da bo totno za polinome ¢im visje stopnje.



Uvod v numeri¢ne metode
3. pisni izpit
9.9.2013
. Naj bo A € R**? obrnljiva simetri¢na matrika. Dokazite enakost
sled(A?) = | det A| kp(A).

Namig: rkp(A) = ||A|lr ||A7Y|F, kjer je || - ||r Frobeniusova norma.

. Izracunajte LU razcep s kompletnim pivotiranjem matrike

3 -1 =2
A=13 3 5
2 0 4

S pomocjo LU razcepa izracunajte determinanto matrike A.

. Dana je matrika A € R™ ", m > n, ki ima poln rang. Sestavite

ucinkovit algoritem za izracun matrike (AT A)~!.

. Interpolirajte funkcijo f(z) = sinz v tockah 2o = 0 in 27 = h s poli-
nomom. V tocki xg naj bo ujemanje s funkcijo 3-kratno, v x; pa inter-
polirajte samo vrednost funkcije. Ocenite, kakSen mora biti h, da bo

napaka interpolacije na [0, ] manjsa od 1075.



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
9.1.2014

. Dana je matrika

N

I
N O =
— = O
O = N

Izracunajte ||A||2.

. Dana je funkcija
f(z) =log(—z) + 3v1—zt
(a) Dokazite, da ima f dve realni niéli.

(b) Niéli izracunajte na 5 decimalk natanéno.

. Dana je nesingularna matrika A € R™*" in vektorja ¢, d € IR". Sestavite
ucinkovit algoritem za izracun

cr (A_I)T cd” (A_I)T d
in prestejte Stevilo operacij, ki jih potrebujete pri tem.
. Dane so tocke (0, —2), (1,2), (3,4), (4, —10). Katero tocko oblike (—1, a)
je potrebno dodati, da bo imel interpolacijski polinom skozi vseh 5 tock

dvakrat vecji vodilni koeficient kot interpolacijski polinom skozi prvo-
tne 4 tocke?



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
12.2.2014

1. Dokazite, da je iterativna metoda

1 3a  x?
errl:éxr 6+ — — —

2 a
za raéunanje v/a reda 3. Izracunajte v/3 z gornjo metodo na 6 decimalk
natancno. Zacetni priblizek naj bo xg = 1.5.
2. Dana je bidiagonalna matrika

)
by a

bnfl Gy

(a) Sestavite u¢inkovit algoritem za izracun inverza matrike A in prestejte
operacije.

(b) Dani so vektorji z;, i = 1,2,...,100. Sestavite uc¢inkovit algoritem
za izracun
yi =a] A ey, i=1,2,...,100

in prestejte stevilo operacij.

3. S pomocjo Givensovih rotacij resite sistem
3 —4 —13
412 {xl} — |13
12 —3| L*2 13
4. Izpeljite kvadraturno pravilo

/% fx)dz = Af(xo) + Bf (x1) + Cf'(x0) + Df'(z1) + RS,

tako, da bo to¢no za polinome ¢imvisje stopnje.



Uvod v numeri¢ne metode
3. pisni izpit
92.9.2014

1. Radi bi izracunali +/a za dano pozitivno stevilo a. Uporabimo iteracijo

5
4z

Try1 = — .
a— bx}

(a) Dokazite, da ima iteracijska funkcija fiksno tocko /a in izracunajte
red konvergence.

(b) Naj bo a =9 in zy = 2. Izracunajte /a na 6 decimalk natancno.

2. Izracunajte LU razcep z delnim pivotiranjem matrike

2 61
A=1|-4 3 5
8 0 2

To uporabite za reSevanje sistema Az = b, kjer je b = [8, —1, 8] .

3. Naj bo A € R™", m > n, in rang(A)=n. Znan je QR razcep matrike
A, A = QR. Zapisite ekonomicen algoritem za izracun diagonalnih
elementov matrike B = (AT A)~! in prestejte Stevilo operacij.

dvojno (ujema se vrednost in odvod), ter v tocki 2 enojno. Poiscite
interpolacijski polinom in ocenite napako interpolacije.



UVvOD V NUMERICNE METODE
1. pisni izpit
21. januar 2015

1. Dana je iteracijska formula
-2 T —Tr
Tpp1 =co+cre "+ 4, T=0,1,2,...
za racunanje Ina, a > 0.

(a) Dolocite neznane koeficiente ¢y, ¢1, o tako, da bo red konvergence vsaj kubicen.
(b) Z dano iteracijo izra¢unajte In9 na pet decimalk natancno. Za zacetni pri-

blizek vzemite zo = 2.

2. Naj bo A € R"*" taka pasovna matrika, da velja a; ; = 0 za vse |i —j| > 3. Zapisite
ekonomicen algoritem za izrac¢un LU razcepa brez pivotiranja in preStejte Stevilo
operacij. Koliko operacij je potrebnih za izra¢un resitve sistema Ax = b s tako
matriko?

3. Dan je sistem p + ¢ enacb za p + ¢ neznank

y\ (b (1T A
5(0)=() 2= 5)
kjer je A € RP*? p € RP, ¢ € RY.
(a) Dokazite, da je matrika B nesingularna.

(b) Izracunajte || B 5.

(c¢) Dokazite, da  minimizira izraz
lAz = bll5 + [l + 5.

4. Dana je funkcija
r+4

fla) =21

(a) Poiscite interpolacijski polinom p, za katerega velja
p(=2) = f(=2), p(0)=f(0), p'(0)=f(0), p"(0)=f"(0), p(2)=[(2)

(b) Ocenite napako rr[1a2x2]|f(:v) —p(z)].
re|—2,

Veliko uspeha pri resevanju!



UVvOD V NUMERICNE METODE
2. pisni izpit
16. februar 2015

1. Enacbo
e ¥ —92? =0

resujemo z iteracijsko metodo

z, (1 —In(3x,))
14+ =z,

Tpy] = , r=0,1,2,...

(a) Dolocite njen red konvergence.

(b) Z zacetnim priblizkom zy = 0.2 izracunajte resitev enacbe na dve decimalni
mesti natancno.

(c¢) Koliko realnih resitev ima dana enac¢ba?

2. Zapisite algoritem za razcep tridiagonalne simetri¢ne pozitivno definitne matrike
A € R™™ v obliko A = LDL”, kjer je L spodnje trikotna matrika z enicami na
diagonali, D pa diagonalna matrika. Prestejte Stevilo operacij. Izracunajte razcep
za matriko

2 4 0 0
A 4 12 12 0
0 12 39 12
0 0 12 53

3. S pomocjo QR razcepa s Householderjevimi zrcaljenji resite predolocen sistem
Az = b za podatke

RN

Koliksen je minl|| Az — b||3?
z€ER?

4. Dolocite neznane koeficiente A;, A, in A3 v integracijskem pravilu

/ " H@)de = Auf(en) + Anf(es) + Aaf(es) + R,

kjer so x; = xg + th ekvidistantne tocke s korakom h. Dolocite tudi napako Rf za
dovolj gladko funkcijo f. S sestavljenim pravilom izracunajte priblizek za integral

1
1
/ dx 7 izbiro h = %.
0o 1+

Veliko uspeha pri resevanjul!



UvVOD V NUMERICNE METODE
3. pisni izpit
24. april 2015

1. Dana je funkcija f in iteracija

f(z,)
f(@,)

(a) Pokazite, da lahko z iteracijo izracunate pole funkcije f.

Tryl = Tp + r=20,1,2,...

(b) Pokazite, da je vsaka ni¢la funkcije f odbojna fiksna tocka dane iteracije.

(c) Naredite dva koraka iteracije za izracun pola funkcije f(x) = tanx. Za zacetni
priblizek vzemite xo = 2.

2. Dana je matrika

4 6 8 2
6 10 14 5
A=1g 14 29 «
2 5 a 14

(a) Dolocite vsa realna stevila «, za katere je matrika simetri¢no pozitivno defi-
nitna.

(b) Zaa=8in b= (0,1,2,11) izracunajte A~'b.

3. Najbo A € R™™ tridiagonalna matrika in b € R". Zapisite ekonomicen algoritem
za izracun resitve sistema Ax = b z uporabo Givensovih rotacij. Prestejte stevilo
operacij.

4. Naj bo p polinom, ki zadosca pogojem

Pri x = 3 bi radi dodatno interpolirali Se vrednost odvoda. Koliksna naj bo le ta,
da bo vodilni koeficient novega polinoma trikrat manjsi od vodilnega koeficienta
polinoma p.

Veliko uspeha pri resevanjul!



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
26. 1. 2016

1. Naj bo f dvakrat odvedljiva funkcija. Dana je iterativna metoda

2f(x,) f' ()
2f"(w,)? — flx,) f" ()

Lr41 = Ty —

za iskanje nicle funkcije f.
(a) Dolocite priblizek za v/3, ki ga dobite z dvema korakoma iteracije pri
zacetnem priblizku xy = 2.

(b) Ob predpostavki, da f nima veckratne nicle, dokazite, da se dana

metoda ujema s tangentno metodo za funkcijo F(z) = —L2—.
VI ()]

2. Dana je matrika

0 4 12 12
12 4 8 0
A= 0 1 9 18
6 6 8 &8

Naj bosta L in U matriki iz LU razcepa matrike A z delnim pivotiranjem.
Izracunajte ||L||; in [|U]| .

3. Dan je QR razcep matrike A € R"™*" m > n. Sestavite ucinkovit algoritem
za izracun QR razcepa matrike

~ wT "
A—[A}, w e R™

Prestejte stevilo operacij.

4. Dolocite taka realna stevila A, B, C'; D in ostanek R(f), da za dovolj
gladko funkcijo f velja

/ f(x)dz = Af(a) + BF(3) + CF(#532) 4 DF(b) + R(f).



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
15. 2. 2016

1. Dana je iterativna metoda

Yr 1,
r+1 — Lp 1__>7 r+1 — =3
Lr41 l’( 5 Yrt1 4%(9 )

z zacetnima vrednostma xg = ain yo = a — 1 za a € (0, 3).

(a) Dokazite, da je lim, .y, = 0.
(b) Preverite, da lahko iteracijo za y, zapisete v obliki
Yr )2
b=+ (1-2) -1
Nato dokazite, da je > = a(y, + 1), in od tod sklepajte, da velja
lim, o . = 1/
(c) Ugotovite, kaksen je red konvergence metode v okolici v/a.

2. Znan je celoten postopek resevanja linearnega sistema Az = b, A € R™*",
z,b € R" preko LU razcepa matrike A. ZapisSite uc¢inkovit algoritem za
reSevanje razsirjenega sistema

{/; w]{zlz[gl, w,v, € R", «a,(, 5 €R.

(Y «

Prestejte stevilo operacij.

3. Naj bo
10 20 2
0 15 10
A= -5 —10 |’ b= 1
10 20 3

S pomocjo QR razcepa s Householderjevimi zrcaljenji poiscite resitev pre-
dolocenega sistema Az = b in izracunajte min,egz [|[Az — b||,.

4. Navadno diferencialno enacbo y'(z) = —6y(x) z zac¢etnim pogojem y(0) = 1
reSujemo z Runge-Kutta metodo v, = y,—1 + %(kl + ko), kjer je

ki =hf(zn1+ %hu Yn—1 + %kl)a ky=hf(r, 1+ §h7 Yn—1 + %(/ﬁ + k2)).

(a) Izracunajte priblizek za y(1) pri konstantnem razmiku h = 5.

(b) Dokazite, da se za poljuben h > 0 priblizek y,, ko gre n proti ne-
skon¢no, obnasa enako kot y(z), ko gre x proti neskoncno.



Uvod v numeri¢ne metode
3. pisni izpit
31. 8. 2016

1. Niclo funkcije f iS¢emo z iterativno metodo

x
xT-‘rl:x'I“_Ma T227
pr (xT)
kjer p, oznacuje polinom stopnje manjse ali enake 2, ki interpolira vrednosti
funkcije f v tockah x,, x,._1, x,_».

(a) Sestavite u¢inkovit algoritem za izra¢un priblizkov z, s pomocjo delje-
nih diferenc in Newtonovega zapisa interpolacijskega polinoma. Pre-
stejte, koliko izra¢unov funkcije f je potrebnih za izvedbo k korakov
iteracije.

(b) Predlagani algoritem uporabite za izrac¢un priblizka x, za niclo funk-
cije f(x) = x3 — 7 pri zacetnih priblizkih g = 5, 1y = 4, x5 = 3.

2. Dani sta matriki A, B € R™*". Matrika B je simetri¢na pozitivno definitna.
Prestejte stevilo operacij, ki so potrebne za uc¢inkovit izracun sledi matrike
ATB71A.

3. Naj bo a = (3,-4,12,-84) in b = (7,—1,5,0). Z uporabo Givensovih
rotacij izracunajte
min ||az — b||,
z€eR

in dolocite x € R, pri katerem je minimum dosezen.

4. Dana je navadna diferencialna enacba drugega reda

pri zacetnih pogojih y(0) = 1 in y’(0) = 0. Prevedite zacetni problem na
sistem dveh navadnih diferencialnih enacb. Za vsako izmed enach zapiSite

implicitno Eulerjevo metodo in izracunajte priblizek za y(1) pri koraku
h=4%
3



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
10. 2. 2017

1. Naj bo a > 0. Iteracijsko zaporedje {z,} -, je podano z

T, a

Tri1 = ? + 21‘7~7

r=0,1,....

Dokazite, da za vsak g > 0 konvergira k /a.

2. 7 delnim pivotiranjem doloc¢ite LU razcep PA = LU matrike

0O 0 —-11
1 1 -1 2
A= -1 -1 2 0
12 0 2

Kaksna je vrednost ||L||, [|U]|,, det(A)?

3. Dana je matrika A € R™*"™ m > n, polnega ranga in njen razsirjeni QR razcep
A = QR z ortogonalno matriko ) € R™*™ in zgornje trapezno matriko R € R"*".
Naj bosta v € R™ in v € R" taka vektorja, da je tudi matrika B = A+uv’ polnega
ranga.

(a) Kako bi z manj kot m Givensovimi rotacijami izracunali ortogonalno matriko
O € R™ ™ in zgornjo Hessenbergovo matriko H € R™*", da velja B = OH?
(b) Sestavite postopek za uc¢inkovit izra¢un razsirjenega QR razcepa matrike B

in ocenite Stevilo osnovnih operacij, ki so potrebne za njegovo izvedbo.

4. Naj bo p polinom stopnje manjse ali enake 3, ki interpolira vrednosti funkcije f v
tockah 0, 1 in 3, poleg tega pa Se vrednost njenega odvoda v tocki 3. Kaksna je
vrednost funkcije f v tocki 0, ce je

in za polinom p velja p(4) = 07



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
28. 6. 2017

1. Naj bo a > 0. Iteracijsko zaporedje {z,} -, je podano z
Trp1 = QT (1—5&%2), r=20,1,....

Dolocite parametra « in /3 tako, da za zacetni priblizek xy dovolj blizu 1/4/a velja
lim, . . = 1/4/a in da je red konvergence zaporedja vsaj kvadraticen. Z izpeljano
metodo poiscite prvi priblizek za 1/4/3, ki se s tocnim rezultatom ujema v vec kot
desetih decimalkah. Uporabite zacetni priblizek zq = 1/2.

2. Dana je matrika
16 4 4 —4

4 10 4 2
A=14 4 o 2
—4 2 -2 B

(a) Kaksnim pogojem morata ustrezati realna parametra a in 3, da je matrika A
pozitivno definitna?

(b) Naj bo b = (32,26, 20, —6). Izracunajte A~'b pri « =6 in § = 4.

3. Naj bo A = QR razsirjeni QR razcep matrike A € R™*", ki je izracunan z uporabo
n Householderjevih zrcaljenj. S konstrukcijo dokazite, da obstaja taka zgornja
trikotna matrika U € R™™ in taka matrika W € R™*" daje Q = I — WUWT.
Koliko osnovnih racunskih operacij je potrebnih za izracun matrik U in W, ¢e so
znani normalni vektorji hiperravnin Householderjevih zrcaljenj?

4. Integracijsko pravilo za funkcijo f na intervalu [a, b] je podano v obliki
Ff=Af(P4) + Bf(%52) + O f(“42).

(a) Dolocite konstante A, B in C tako, da bo pravilo F'f totno za polinome ¢im
visjih stopen].

(b) Izrazite ostanek integracijskega pravila ob predpostavki, da je f veckrat od-
vedljiva.

(¢) Najbo S f Simpsonovo pravilo na intervalu [a, b], Se f pa integracijsko pravilo,
sestavljeno iz dveh Simpsonovih pravil na intervalu [a, b]. Dokazite, da lahko
pravilo F'f izrazimo kot kombinacijo S1f in Sy f.



Uvod v numeri¢ne metode
3. pisni izpit
28. 8. 2017

1. Izracunajte LU in QR razcep matrike

O = =
_ o =
e )

Ali zanjo obstaja tudi razcep Choleskega?

2. Dane so tocke (z;,v;), ¢ = 0,1,...,n, n € N, v ravnini. Sestavite postopek za
dolocitev funkcije f oblike f(z) = a/(x —b), a,b € R, ki se po metodi najmanjsih
kvadratov najbolje prilega danim tockam:

(a) iskanje funkcije f, ki minimizira vrednost > . (y; — f(z;))?, prevedite na
reSevanje nelinearnega sistema;

(b) izpeljite Newtonovo metodo za resevanje dobljenega nelinearnega sistema in
opisite njeno izvedbo.

3. Dana sta Schurova razcepa matrik A; € R™*™ in Ay € R™"™. Naj bo X € R™*™,
Dolocite Schurov razcep matrike

(4 X
=[5 4]

in dokazite, da so lastne vrednosti matrike A enake uniji lastnih vrednosti matrik
Al n AQ.

4. Naj bo f(z) =1/x.

(a) Dokazite, da za poljubne nenic¢elne vrednosti zg,x1,...,2x, k € Ny, velja
[370, T1y... ,.Tk]f = (—1)k/($0$1 c. I‘k)
(b) Naj bo p,, n € Ny, polinom stopnje manjse ali enake 2n + 1, ki se v tockah

1 in 2 ujema s funkcijo f v vrednostih in v n odvodih. Z uporabo enakosti iz
prejsnje tocke dokazite, da je maxyep o | f(2) — pp(x)| < 1/8™H1.



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
9. 2. 2018

1. Z uporabo tangentne metode dolocite priblizek za absciso x, ki doloca tocko na
grafu funkcije f(r) = 22, ki je najmanj oddaljena od tocke (1,0). Priblizek naj se
z iskano absciso ujema v vsaj stirih decimalkah.

2. Transformirajte matriko

2 2 3 -4

-2 -1 =7 3
A= 4 6 8 =5
-4 -2 -3 7

v zgornje trikotno matriko po naslednjih navodilih.

(a) Dolocite tako elementarno eliminacijo L, da so vsi elementi prvega stolpca
matrike A; = LA pod diagonalo enaki nic.

(b) Dolocite tako Householderjevo zrcaljenje P, da so vsi elementi prvega in dru-
gega stolpca matrike A, = PA; pod diagonalo enaki nic.

(c) Dolocite tako Givensovo rotacijo R, da so vsi elementi pod diagonalo matrike
Az = RA, enaki nic.
3. Naj bo A € R™"™ matrika z lastnimi vrednostmi Aj, o, ..., \,, za katere velja

IA1] > |Aa] > ... > [\

(a) Dokazite, da za nakljuéno izbran vektor & € R™ Rayleighjevi kvocienti v
potencéni metodi z za¢etnim priblizkom (A — A I)x v teoriji konvergirajo k
lastni vrednosti Ay. Kaksne tezave gre pricakovati v praksi?

(b) Recimo, da s poten¢no metodo z zacetnim priblizkom & izra¢unamo lastno
vrednost A; in nato z za¢etnim priblizkom (A — A\ I)x Se lastno vrednost As.
Kako bi v slogu tocke (a) nadaljevali postopek in izrac¢unali preostale lastne
vrednosti matrike A?

4. Funkcija f je podana s predpisom f(x) = ¢**. Naj bo p, polinom stopnje najvec
2n + 1, za katerega velja

p®0) = f®0), p®1)=f®(1), k=0,1,....,n

(a) Dolocite polinoma pg in p.

(b) Dokazite, da je lim,_ (max,epq) |f(z) — pa(z)]) = 0.



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
27. 6. 2018

1. Utemeljite, da je

oo

02 — Z (2—4i+1 ‘l’ 2—4i>

i=1
in dokazite, da v enojni natancnosti velja |0.2 —f1(0.2)| /0.2 = wu/4, kjer je u
osnovna zaokrozitvena napaka.

2. Dana je matrika

0 ¢ 0 1
A=|¢ 0 1 , 0<5<§.
01 1+¢

(a) Izracunajte LU razcep PA = LU matrike A z delnim pivotiranjem.
(b) Izracunajte LU razcep PAQ = LU matrike A s kompletnim pivotiranjem.
3. Naj bo A € R™*" m > n, matrika polnega ranga

s stolpci ay, as, . .., a,. Z uporabo Householderjevih
zrcaljenj transformirajte matriko

1=1,2,...,n
|: 0n><n :| q;, = Qa;
A i=1,2,....n
v zgornje trapezno obliko in dokazite, da rezultat rii = [l
ustreza matriki q;=q;/7i;
—R j—i+1,i+2....n
0m><n ’ T
Lo L : : : Tij = 4; 4j
kjer je R zgornje trikotna matrika z elementi r; ; iz a1 a
QR razcepa A = QR matrike A, ki je izracunan =9~ T

z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo (pomagate si
lahko 7z verzijo postopka na desni strani).

4. Izpeljite numericno pravilo
f"(x0) = Af(xo — 3h) + Bf(xg — h) + Cf(xo + h) + Df(xo + 3h) + Ef™(¢)

za drugi odvod funkcije f v tocki xg, ki temelji na vrednostih funkcije f v tockah
2o — 3h, xg — h, xg + h in x¢ + 3h pri izbranem razmiku h > 0.

(a) Dolocite konstante A, B, C'in D tako, da bo pravilo to¢no za polinome ¢im
visjih stopenj.

(b) Pri dolo¢anju ostanka predpostavite, da je funkcija f dovoljkrat zvezno odve-
dljiva na intervalu [xo — 3h, xo+ 3h], ter poiscite E in m, pri katerih je formula
izpolnjena za nek & € (xg — 3h, o + 3h).



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
7. 2. 2019

1. Funkcija f je podana s predpisom

1\? 3 1
f)=(o=3) (+=3) -
kjer je n neko naravno Stevilo.

(a) Koliko nicel (v odvisnosti od n) ima funkcija f na intervalu [0, 1]?

(b) Zapisite postopek bisekcije (v psevdokodi) in opisite njen izid za funkcijo f na
intervalu [0, 1], ¢e rac¢une izvajamo v enojni natancnosti P (2,24, —125,128).

2. Naj bodo xg, x1, x5 paroma razlicne tocke in

2

1 xo xj

— 2
A= |1 2 x]
2

1 zy 5

Dolocite obrnljivo spodnje trikotno matriko L in zgornje trikotno matriko U z
enicami na diagonali, za kateri velja A = LU. Dokazite, da za funkcijo f resitev
sistema LB = (f(xg), f(x1), f(22)) ustreza koeficientom Newtonovega polinoma,
ki interpolira f v tockah xq, x1, x2, in interpretirajte, kaj z vidika interpolacijskega
polinoma predstavlja resevanje sistema Ua = B.

3. Dana je matrika

3 5 o5 1
4 4 -4 2
A= 3 3 -3 4
0 -3 4 3

Z uporabo Householderjevih zrcaljenj transformirajte matriko A v podobno zgornje
Hessenbergovo matriko in izracunajte vse njene lastne vrednosti.

4. Izpeljite Gaussovo pravilo

1
[1 f(z)dr = agf(wo) + ar f(z1) + azf(z2) + R(f)
za integracijo funkcije f, ki je tocno za polinome stopnje manjse ali enake 5. Vozle
To, x1, To dolodite s pomocjo kubicnega polinoma oblike = — (z—a)x(z+a), a > 0,
ki je ortogonalen na vse polinome stopnje manjse ali enake 2, utezi ag, oy, as pa z
metodo nedolocenih koeficientov. Ostanek pravila R(f) izrazite ob predpostavki,
da je f Sestkrat zvezno odvedljiva.



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
17. 6. 2019

1. Obravnavajte iteracijsko funkcijo

4
r)=— +2.
9(z) =
Dokazite, da ima natanko eno negibno tocko. Pri katerih zacetnih priblizkih je
iteracijsko zaporedje konvergentno in kaksen je red konvergence v okolici negibne
tocke? Poiscite se kako drugo iteracijsko funkcijo z isto negibno tocko, a visjim
redom konvergence v njeni okolici.

2. Podan je razcep Choleskega A = V' V7T simetri¢ne pozitivno definitne matrike
A € R™™. Sestavite postopek zahtevnosti O(n?) za izracun razcepa Choleskega
matrike B = A+ vv” in ob tem utemeljite, da je B simetri¢na pozitivno definitna
matrika za poljuben vektor v € R".

3. Podane so tocke
<_272)7 <_17_2)7 (172)7 (274)

(a) S pomodcjo modificiranega Gram—Schmidtovega postopka poiscite funkcijo f
oblike f(z) = a + bx?® + csin(mx/3), a,b,c € R, ki po metodi najmanjsih
kvadratov najbolje aproksimira dane tocke. Ali so parametri a, b, ¢ enolicno
doloc¢eni?

(b) Funkcijo f zamenjamo s funkcijo g oblike g(z) = a + Ba? + ~cos(mz/3),
a, 3,7 € R. Kaj lahko poveste o parametrih «, 3, v, pri katerih funkcija g po
metodi najmanjsih kvadratov najbolje aproksimira dane tocke?

4. Runge-Kutta metoda je podana z Butcherjevo shemo

olo 0 o0

1/211/2 0 0
1|0 1 0

11/6 2/3 1/6

Zapisite priblizek vy, za reSitev zacetnega problema

y'(x) = =by(x), x>0, y(0) = ypo,

v tocki x,, = nh, n € N, v odvisnosti od razmika h > 0 in zacetnega pogoja yq. Ali
pri h =1 velja lim,, o yn = lim, 00 y(x)?



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit

6. 2. 2020
1. Dokazite, da iterativna formula
T, 12, + a
$r+1:17, r=1,2,...,
Tp—1 + Ty

za racunanje kvadratnega korena pozitivnega realnega Stevila a ustreza sekantni
metodi za funkcijo x + x? — a in da je zaporedje priblizkov (z,)>, konvergentno
za poljubna zacCetna priblizka xy in x1, veéja od /a.

2. Dana je matrika A € R™ ™ ki ima na mestih, razliécnih od (i,7), (i,n), (n,1),
¢t = 1,2,...,n, same nicelne elemente. Pod kaksnimi pogoji obstaja LU razcep
A = LU matrike A brez pivotiranja? Privzemite te pogoje, zapiSite postopek
razcepa Casovne zahtevnosti O(n) in opisite strukturo matrik L in U. Dokazite
tudi, da je
1

n—1

n—1 n—1

det(A) = > ( AiiAny — Ai,nAn,i) IT A,
i=1 j=1
J#i

kjer A;; oznacuje element matrike A na mestu (i, j).

3. Matrika
-3 5
B=|0 8
0 6

je rezultat transformacije matrike A s Householderjevim zrcaljenjem c¢ez ravnino z
normalo (4,2, 2).

(a) Dolo¢ite matriko A.

(b) Zapisite Givensovo rotacijo, ki matriko B pretvori v zgornje trapezno obliko.

¢) Kaksna je minimalna vrednost | Ax — (—8,12, —11)||,, in pri katerem vektorju
2
x € R? je doseZena?

4. Naj bo f konveksna funkcija na intervalu [a, b].

(a) Dokazite, da je polinom stopnje najvec¢ 2, ki interpolira vrednosti funkcije f
v paroma razli¢nih tockah xq,z1, 25 € [a, b], konveksen.

(b) Dokazite, da polinom stopnje 3, ki interpolira vrednosti funkcije f v paroma
razliénih tockah xg,x1,z9, x3 € [a,b], ni nujno konveksen na intervalu [a, b].
Pomagate si lahko z obravnavo polinoma za funkcijo f, ki na levi polosi ustreza
funkciji  — 0, na desni polosi pa funkciji z — .



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
18. 6. 2020

1. Dana je iterativna metoda

xrﬂ:;(xr—xf), r=0,1,...,

za racunanje priblizka vrednosti %

(a) Preverite, da iteracija ustreza tangentni metodi za funkcijo f(x) = ?12 —3,1in
dokazite, da je iteracijsko zaporedje konvergentno za zacetni priblizek z¢ = %

(b) Predlagajte tak vrstni red racunskih operacij v koraku iteracije, da je izrac¢un
clena iteracijskega zaporedja direktno stabilen. Odgovor utemeljite.

2. Naj bo A € C™" n € N, in naj bo |A| € R™"™ matrika z elementi, ki ustrezajo
absolutnim vrednostim elementov matrike A.

(a) Dokarite, da je Al < | All,
(b) Poiscite simetricno matriko A € R**?, za katero velja || A, < ||| A/,

3. Dana je matrika
1 -1 -1 1
-1 5 1 =5
A=101 5 =5
1 -5 =5 25

(a) Ali obstaja razcep Choleskega matrike A7

(b) Z uporabo Gram-Schmidtovega postopka izracunajte QR razcep matrike A
in ugotovite, kakSna je minimalna vrednost izraza

Al b

za x € R3. Pri tem 0 oznacuje vektor nicel iz R3.

2

4. Najbo h >0 in f:[-3h,3h] — R funkcija, ki je odvedljiva v tocki 0. Numeri¢no
pravilo za odvod f v tocki 0 je podano v obliki

F1(0) ~ Af (=3h) + Bf (—3h) + Cf (3h) + Df (2h).
(a) Kaksnim pogojem morajo zadoscati koeficienti A, B,C, D € R, da je pravilo
tocno za vse sode funkcije?

(b) Dolocite koeficiente A, B, C, D € R tako, da je pravilo to¢no za polinome ¢im
visjih stopenj.



Uvod v numeri¢ne metode
1. pisni izpit
5. 2. 2021

1. Naj bo f : R — R analiticna funkcija z enostavno ni¢lo a. Dokazite, da je «
negibna tocka iteracije

f(z,)?
f(xr + f(xr» - f(xr)7

in da je red konvergence zaporedja (z,), za xo dovolj blizu « vsaj kvadraticen.

Trp1 = Ty — T:O,]_,...7

2. Dana je matrika

-6 3 4 2
0o 2 3 1
B= o 2 2 2
0 —4 -7 -4

(a) Izracunajte LU razcep B = LU matrike B.

(b) Matriko B dobimo iz matrike A € R?* tako, da stolpce matrike A transfor-
miramo s Householderjevim zrcaljenjem c¢ez ortogonalni komplement vektorja
(8,4,0,—4). Izracunajte matriko A in dolocite njeno determinanto.

3. Dana sta matrika C' € RP*™ p < n, polnega ranga in vektor d € RP. IS¢emo
x € R", ki zadosca pogoju Cx = d in za katerega je vrednost ||x||, minimalna.

(a) Dokazite, da je CT(CCT)~'d optimalna reSitev minimizacijskega problema.

(b) Opisite postopek za izracun optimalne resitve minimizacijskega problema z
uporabo QR razcepa matrike CT in dolocite, kaks$na je asovna zahtevnost
postopka v odvisnosti od n in p.

4. Znani so naslednji podatki o odvedljivi funkciji f:
f0)=1, f()=7 f1)=5 f@) =1L

(a) Dolo¢ite polinom, ki interpolira vrednosti f v tockah 0, 1, 3 ter vrednost f’ v
tocki 1. Zapisite ga v Newtonovi obliki.

(b) Predpostavite, da za funkcijo f dodatno velja [0,1,1,3,3]f = 2. Ali lahko
dolocite vrednost f’(3)7



Uvod v numeri¢ne metode
2. pisni izpit
17. 6. 2021

1. Dana je matrika

—1

1
kjer je x € R tako predstavljivo stevilo, da v naslednjih izracunih, ki jih izvajate
po standardu IEEE, ne pride do prekoracitev.

(a) Izracunajte LU razcep A = LU matrike A. Obravnavajte relativno napako
|A—LU]|_ /| Al in utemeljite, da postopek ni direktno stabilen.

(b) Izracunajte LU razcep PA = LU matrike A z delnim pivotiranjem. Obrav-
navajte relativno napako |A — P~'LU]|__ /|| A||,, in utemeljite, da postopek
je direktno stabilen.

2. Sistem nelinearnih enacb f(z,y) = (0,0) je podan s preslikavo
flz,y) = (22® — 39> + 1, 22 — y* — 1).

Izpeljite zakljuceno iteracijsko formulo (z,41,¥r+1) = g(z,,y:), ¥ = 0,1,..., ki
ustreza Newtonovi metodi za f, in utemeljite, da zaporedje priblizkov (x,,y;)
konvergira k (1,1) za vsak zacetni priblizek (zg,yo) € (0,00) x (0, 0).

3. Dane so matrike
9 -6 -3 -3 0
A= -6 5 4 |, A=|4 10|, A= [

Alo]
-3 4 6 0 8

0 A,

(a) Z razcepom Choleskega preverite, da je A; pozitivno definitna matrika.

(b) Z Givensovimi rotacijami transformirajte A, v zgornje trapezno matriko.

(c) Naj bo b = (12,—4,13,3.4,—1.2,—14) in & € R® resitev predolocenega sis-
tema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov. S pomocjo rezultatov prej-
snjih tock izrac¢unajte « in || Az — b|,.

4. Polinom p stopnje n € Ny je podan v obliki p = > ; a;l,;, kjer so a; realni koe-
ficienti in ¢,,; Lagrangeevi bazni polinomi stopnje n, definirani na podlagi paroma
razlicnih tock xg, x1,..., 2, € R.

(a) Naj bo w(z) = (x — x)(z — x1) ... (x — z,,), z € R. Dokazite, da je

w(x

foala) = — 20

’ (x — z;)w'(x;)

(b) Sestavite postopek za izracun vrednosti polinoma p, ki v zacetni, od argu-
menta r € R neodvisni fazi zahteva O(n?) osnovnih racunskih operacij, nato
pa za izra¢un vrednosti p(z) pri poljubnem argumentu x le O(n) dodatnih
operacij. Natancno prestejte stevilo vseh operacij v predlaganem postopku.
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