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Vsebina 1. predavanja

V tem predavanju se spoznamo z nekaterimi osnovnimi pojmi in primeri.

Kaj je diferencialna ena&ba?

Geometrijska in fizikalna interpretacija

Nekaj primerov

Splo¥na navadna diferencialna ena&ba prvega reda
Navadna diferencialna enacba visjega reda
Primer: prosti pad z majhne viSine

Primer: prosti pad z velike vidine
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Parcialne diferencialne enatbe (PDE)



Kaj je diferencialna enacba?

Navadna diferencialna enatba 1. reda:

y'=f(xy).

Tu je f funkcija, definirana na nekem obmoé&ju D v ravnini ]R%X )

Resitev enatbe je vsaka odvedljiva funkcija y = y(x) na nekem nepraznem
intervalu (a, b) C R, ki zado¥¢a ena&bi:

Y (x) = %(x) — f(x.y(x)), x€ (ab).

Zatetni problem: dana je totka (xg,yp) € D. 1¥emo reSitev enatbe na nekem
intervalu | = (a, b) C R okrog totke xg € /, ki ima pri x = xg vrednost
y(x0) = yo:
Yy =f(xy), y(xo)=x
Pravimo, da gre reSitev skozi to¢ko (xg, yo)-



Geometrijska in fizikalna interpretacija

Geometrijska interpretacija: 1&¢emo odvedljive funkcije y(x) z lastnostjo, da
je v poljubni totki x naklonski koeficient grafa x — (x, y(x)), torej odvod
y'(x), enak vrednosti f(x, y(x)).

Funkcija f(x, y) torej podaja polje naklonskih koeficientov, reditev pa je vsaka
funkcija, ki se v poljubni totki (x, y(x)) dotika tega polja v smislu, da je
tangentna na premico skozi tot¢ko (x, y(x)) z naklonskim koeficientom

f(x,y(x))-

Fizikalna interpretacija: Neodvisno spremenljivko x = t si predstavljamo kot
¢asovno spremenljivko. [$¢emo odvedljive funkcije y(t), ki predstavljajo pozicijo
gibajote totke (v eni dimenziji) v odvisnosti od Zasa, tako da je v poljubnem
trenutku t hitrost gibanja y(t) = dy(t)/dt enaka vrednosti f(t, y(t)).



Primer 1

y' = f(x).
Resitve so primitivne funkcije (oziroma nedologeni integrali) funkcije f:

ﬂ@:/mmw+c

DruZina reditev je enoparametri¢na, odvisna od izbire konstante C. Ta druZina
se imenuje splos$na reSitev; posami¢na &lanica druZine je partikularna reSitev.

Ce je f zvezna funkcija na nekem intervalu (a, b) C R, potem lahko s pomogjo
Leibnizove formule najdemo za vsako totko xg € (a, b) reSitev z integracijo:

X

y(x)=yw+ | f(t)dt, x¢€(ab).

Xo
To so tudi vse reSitve dane diferencialne enaébe. DruZina reSitev torej sestavlja
enoparametri¢no druZino, parametrizirano s konstanto yg, ki predstavlja
vrednost dane reditve v zacetni tocki x = xp.

Ce funkcija f ni zvezna v neki totki xg, potem v okolici te totke enatba nima
nujno resitve, kot vemo iz primerov iz predmeta Analiza 1.



Primer 2

y' +2xy =0, y' = —2xy.

Funkcija f(x,y) = —2xy je definirana na vsej ravnini R?.
Resitve: ,
y(x)=Ce ™, CeR.

Preverimo: i )
y'(x) = Ce ™™ (—2x) = —2xCe ™" = —2xy(x).

Poleg tega je y(0) = Ce® = C, torej je za poljuben yy € R funkcija

y(x) = yoe~

X2 v «
resitev zaletnega problema

y'+2xy =0, y(0) = yo.

Naloga: Skiciraj grafe te enoparametri¢ne druZine resitev.



Konstruktivna pot do reSitve

Oglejmo si ponovno enatbo
y' 4+ 2xy = 0.

Najprej opazimo, da je y(x) = 0 resitev.
I¢imo resitev y(x), ki zado¥¢a zaketnemu pogoju y(0) = yg # 0.

V okolici totke (0, yo) lahko ena&bo delimo z y in jo zapi¥emo v obliki
y/ o r_ r_
o, = Uogy) = (logly])" = =2x.
Z uvedbo nove spremeljivke v = log |y| dobimo enatbo
X
v = —2x, vix)=c +/ (=2t)dt = c — x°.
0
Odtod dobimo resitev prvotne enalbe:
2 2

y(x) = +e¥¥) = £ = Ce ™, C=4e =y

Ta metoda reSevanja se imenuje metoda separacije spremenljivk.



Splosna navadna diferencialna enacba prvega reda

Naj bo F(x,y, z) funkcija na neki domeni v R3. Ta funkcija dolota
diferencialno enatbo

F(x,y, y/) =0.
Njena resitev je vsaka odvedljiva funkcija y(x), ki zadosZa enacbi

Flx,y(x).y'(x) =

na svojem definicijskem intervalu.
Denimo, da je F zvezno parcialno odvedljiva v okolici totke (xq, ¥, z0) in velja
. OF
F(x0,¥0,20) =0 in g(xo,yo,zo) # 0.
Izrek o implicitni funkciji tedaj pove, da ima v okolici te totke enatba
F(x,y,z) = 0 enoli¢no resitev oblike z = f(x, y), f(x0,¥0) = z9. Torej je

zgornja diferencialna enatba v neki okolici totke (xp, yo, z0) ekvivalentna enacbi

y'=f(xy).



Splosna diferencialna enatba prvega reda

Implicitna enacba

F(x,y.y')=0
lahko podaja ve€ razli¢nih lokalnih ena&b oblike y’ = f(x, y), ali pa nobene. Na
primer, enatba

Y2+ +1=0

oditno nima nobene resitve. Enacba
y/2 —5y' +6=0
razpade na dve enatbi, y' = 2 in y' = 3, s pripadajotima druZinama resitev

y=2x+C, y =3x+C, C cR.

2
Y=yl = y=%/lyl

bomo obravnavali v nadaljevanju.

Enatbo



Navadna diferencialna enacba visjega reda

Naj bo n € N = {1, 2,3,...} naravno $tevilo. Navadna diferencialna enatba
n-tega reda je enalba oblike

y(") = f(x,y,y',...,y

ali v implicitni obliki
F(x,y.y,... ,y(")) =0.

Regitev je vsaka n-krat odvedljiva funkcija y(x), ki zado¢a dani enacbi.

@ Enatba y” + y = 0 ima resitve y(x) = Acosx + Bsin x za poljubni
vrednosti A, B € R. To je primer linearne diferencialne ena&be drugega
reda s konstantnimi koeficienti.

@ Funkcija y(x) = € je za poljuben n € IN resitev enatbe y(") = y.




Primer: prosti pad z majhne viSine

Opazujmo telo v gravitacijskem polju. Njegova vidina y(t) (to je oddaljenost
od privlatnega telesa) zadod¢a enakbi

o d%y
Y=g =&
kjer je g gravitacijska konstanta. To je diferencialna enatba drugega reda, ki

pove, da je pospesek enak konstanti —g. ReSitve najdemo z dvakratno
integracijo:

t
¥(t) = yo —/0 gds = yo — gt,

.t 1
y(t) =yo +/0 (Yo — gs)ds = yo + yot — Eth-

Pri tem konstanti yg in yg dolofata zadetno pozicijo in hitrost:

y(0) =yo. y(0) =



Primer: prosti pad z velike viSine

Zgornja enacba je poenostavitev enalbe za prosti pad, ki sledi iz Newtonovega
gravitacijskega zakona. Slednji pravi, da se telesi z masama my, mp v

medsebojni razdalji y privlacita s silo F = g’";g"a kjer je g gravitacijska

konstanta.

Denimo, da je masa my prvega telesa bistveno manjSa od mase my drugega
telesa (npr. Zemlje). Po drugem Newtonovem zakonu tedaj pospesek zados¢a

enalbi
__&m _ _ T
y? y?
Regitev sku¥ajmo poiskati z nastavkom y(t) = at?. Ce vstavimo v enatbo,
dobimo

ab(b—1)tP72 = —ya2t72b,
Odtod sledi b—2 = —2b, torej b=2/3 in a = (9y/2)'/3.



Primer: prosti pad z velike viSine, 2

Preverimo lahko, da je vsaka funkcija
y(t)=a(c£1)?3, a=(9y/2)'3, ceR
reSitev dane enabe na ¢ =t > 0. Odvod te reditve je enak

y(t) = iga(cit)—lﬂ".

Denimo, da sta za a = (9’)//2)1/3 in za nek ¢ > 0 zaletna vidina in zacetna
hitrost enaka

2
y(0)=ac>0 in y(0)=+3ac >0,
V tem primeru pri t — +oo velja

-1/3

y(t) = a(c + )¥% = +oo, y(t) = %a(ch n-1/3 0

To pomeni, da se telo s to zaletno pozicijo in zaletno hitrostjo ne vrne na
Zemljo, ampak se od nje vse bolj oddaljuje z vse manj%o hitrostjo.



Parcialne diferencialne enacbe (PDE)

V tem primeru i&¢emo funkcije u(xq, ..., xn) realnih spremenljivk x1, ..., x, za
n > 1, ki zado¥¢ajo dolo&eni enalbi, ki povezuje vrednost funkcije ter njenih
parcialnih odvodov do dolo¢enega reda k € IN. Najvisji red odvodov, ki v
enalbi nastopa, se imenuje red diferencialne enatbe.

Za poenostavitev oznak parcialne odvode pogosto oznalujemo s spodnjim
indeksom, npr.

o
T oox’ ty dy' “Xy_axay_”yx"'“



Primeri PDE

@ Enatba uy +uy, = x2 4+ y je linearna nehomogena PDE prvega reda v
dveh spremenljivkah. Linearna je zato, ker parcialni odvodi v njej
nastopajo linearno, nehomogena pa, ker desna stran ni enaka ni&.

@ Enatba uy + uy, = 0 je linearna homogena PDE drugega reda, ki se
imenuje Laplaceova enatba. Njene reditve so harmoniéne funkcije. V n
dimenzijah je Laplaceova enaéba

© Naj t oznaluje &asovno spremenljivko in x = (x1, x2, x3) prostorske
spremenljivke. Enaéba

Z‘I\J‘

3
Upt = Ay = Z

»N‘

je valovna enatba; to je ena od pomembnih ena¢b matemati&ne fizike.
Konstanta ¢ > 0 predstavlja hitrost potovanja valov skozi prostor.




