Funkcije vec¢ spremenljivk in
preslikave

Definicijsko obmocje in grafi

flz)=1/x f:R\0O—=R
flz)=Vr f:10,00) = [0,00)
f(z) = log, () f:(0,00) = R

1. Doloci definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcij f podanih z nasle-
dnjimi predpisi. Narisi definicijsko obmocje in nekaj nivojnic.

a) flz,y)=a>—y ) f(z,y) =In(z+Vy—2)
b) f(z,y) = \/y? —4x+8

2. Dolodi in narisi definicijsko obmocje naslednjih funkcij:

dz—y? _ In(—jz|-|y])
2) fe,y) = mnts b) f(z,y) = ik

3. Narisi nivojnice naslednjih funkcij:

a) f(z,y)=e" b) f(x,y) = 4%

4. Narisi grafe naslednjih funkcij:

a) flz,y)=1-z—y b) flz,y) = /4 — 22 —y?

5. Doloci preseke naslednjih funkcij:



a) f(z,y) =+2-2°—y>ing(z,y) =1
b) f(z,y) = /22 + 42 ing(z,y) =z

c) f(:c,y):\/ming(a:,y):erl
d) f(z,y) =2 +y* inglz,y) =2

Limite in zveznost

Limita in polarne koordinate:

lim f(z,y)=c<lim sup |f(a+rcose,b+rsing) —c/ =0
(z,y)—(a,b) r—=00<p<on

Uvedba novih spremenljivk:

x =a+rx*cos(p)

y =0b+1r*cos(p)

Funkcija f dveh spremenljivk je zvezna v tocki (a,b) iz Dy, Ce velja

lim )f<:v,y> = f(a,b);

(z,u)—(a,b

Naloge
6. Izracunaj naslednje limite.
li sin xy I; 22y2
) (x,y)lgzoﬂ) * °) (a:,y)lgéo,o) (22+y2)?
b li oy d li (z—1)2Inzx
) (e)2(0.0) (o) (0.0) E= DT+

7. Doloéi taksno stevilo d, da bo funkcija f : R? — R, podana z naslednjim
predpisomom, zvezna.

I, (2,) # (0,0),
mﬂy):{ (2.9) # (0.0)

(@+y?)3

d; (z,9) = (0,0).

8. Ali se dajo naslednje funkcije zvezno razsiriti v izhodisce?



$3 $2 2 mZ 2
a) fr,y) = =55 b) fz,y) = 5t

Parcialni odvod

fulw.y) = 5 (e.y) = lim <~"3+hy) f(z,y)
fy<x,y>:§—£<x,y>:£0 (WMZL f(a,y)

Funkcija f dveh spremenljivk je parcialno odvedljiva v tocki (a,b), ce
obstajajo parcialni odvodi prvega reda vseh spremenljivk (torej obstajata f,

in fy)

Trditev: Ce mesana parcialna odvoda 2L Bain a in & funkcue dveh spremenljivk
f obstajata in sta zvezni funkcijji, sta med SebOJ enaka:

o’f  of

0xdy  Oydx’

Funkcija f dveh spremenljivk je parcialno zvezno odvedljiva, ce je par-
cialno odvedljiva in so parcialni odvodi zvezne funkcije.

Naloge

9. Naj bo f(z,y) = % Izracunaj f,(4,11) in f, (4, 1I).

10. Izracunaj parcialne odvode prvega in drugega reda funkcij f, podanih
z naslednjimi predpisi.

a) f(z,y) = arcsin(2z — y) c) flx,y) =e*(z —y?)

b) flz,y) = yarctan(zy) d) flz,y) =y™



Gradient

Naj bo f : R® — R funkcija spremenljivk x,y in 2. Gradient funkcije f je
vektor njenih parcialnih odvodov:

N
gradszfZ fy :(f:mfyafy)'
fy

Naloge

11. Izracunaj kot med gradientoma funkcije f(z,y) = In 2 v tockah (-1, —1)
in (1,1).
Opomba: a@-b = |d|-|b] - cosp

12. V katerih tockah (x,y, z) je gradient funkcije
fla,y,2) =2 +4° +2° — Byz
a) pravokoten na z-os,

b) enak 0.

Smerni odvod

Ce je 7i enotski vektor, potem je smerni odvod funkcije f v smeri vektorja i

definiran kot of 1) — )
T ro +1in) — J(ro
%(To) = lim ;

in je enak skalarnemu produktu 7 - grad(f).

Naloge

13. Izracunajte smerni odvod funkcije f(z,y) = %2 + % v tocki (2,0) v

smeri krajevnega vektorja te tocke.

14. Izracunajte smerni odvod funkcije f(z,y) = arctan(zy) v tocki (1,1) v
smeri simetrale prvega kvadranta.



Linearni priblizki in diferenciabilnost

Funkcija f dveh spremenljivk je v tocki (a, b)diferenciabilna, ¢e je parcialno
odvedljiva in ce velja:

fla+h,b+h)= f(a,b) + fu(a,b) - h+ f,(a,b) -k + R(h, k),

kjer gre LR 16ti 0, ko gre (h, k) proti (0,0). Diferencial funkcije f dveh

VhZ+k2
spremenljivk v tocki (a,b), kjer je f diferenciabilna, je tista linearna funkcija
vektorja e ki najbolje aproksimira spremembo vrednosti funkcije f, ce

se tocka (a,b) premakne za (h, k).

Flat kb4 b~ o)+ dfa) | | | = flab)+ flad) b+ fla) &

Totalni diferencial:

0 4o U

df = af

Trditev: Funkcija f ima zvezne parcialne odvode v tocki (a,b) = f je dife-
renciabilna v tocki (a, b).

Naloge

15. S pomocjo diferenciala izracunajte priblizke vrednosti
a) VA.05% + 2.932 ¢) B0
b) €%0%.0.97 d) In(v/1.03 + +/0.98 — 1)

16. Izracunajte totalni diferencial funkcije f(x,y) = f—i

17. Za naslednje funkcije izracunajte linearno aproksimacijo v dani tocki.
a) f<x7y> - ZE2 + yv <m07y0) - (i7 %)
b) f(r,¢) =rcos(p) v (ro, o) = (1,7)

18. Priblizno izracunajte ploscino kvadrata, ki ima za stranico diagonalo
pravokotnika s stranicama 3.03 cm in 3.97 cm.



19. Naj bo

S

flz,y) = {x/ﬁTzﬂ (z,y) # (0,0)
| ) (513,3/> = (0,0)

a) Dolocite a tako, da bo f zvezna v (0,0).
b) Izracunajte parcialne odvode, kjer obstajajo.
¢) Ali je f v izhodiscu parcialno odvedljiva?

)
)
)
d) Ali je f v izhodis¢éu diferenciabilna?
e) Ali so v izhodis¢u parcialni odvodi f zvezni?
)

f) Ali je f v izhodiscu zvezno parcialno odvedljiva?

20. Naj bo

zy(z?—y?).
¥ (y) #£(0,0)
fay) = {o; T @y = 0.0)

a) Ali je f zvezna?

b) Ali je f parcialno odvedljiva?

d

)
)
¢) Ali je f v izhodiséu diferenciabilna?
) Izrac¢unajte parcialne odvode drugega reda funkcije f v izhodiscu.
)

e) Ali je f v izhodiscu zvezno parcialno odvedljiva?



Posredno odvajanje

Posredno odvajanje (verizno pravilo):
Naj bo f odvedljiva funkcija spremenljivke z. Spremenljivka z pa naj bo
odvisna od spremenljivk x in y:

f(z,y) = f(z(2,y))

of df 0z
or  dz Ox
of df 0z
dy dx Oy

Posredno odvajanje (totalni odvod):
Naj bo w diferenciabilna funkcija spremenljivk x in ¥, le-ti pa sta odvedljivi
funkciji spremenljivke t:

dw _ow dr 0w dy
dt  Oxr dt Oy dt
Posredno odvajanje (zamenjava koordinat):

Naj bo g diferenciabilna funkcija spremenljivk « in v, v in v pa sta parcialno
odvedljivi funkciji spremenljivk x in y:

of df 0z
or  dz Ox
9(x,y) = g(u(z,y), v(z,y))
0y 0y 0u_ 3y 0o
or Ou Or Ov O
dg 0g Ou dg Ov
y ~ Du By 00 By

Funkcije ve¢ spremenljivk:

£ (000 Za—f -0 0n(6) 640



Naloge

21. S pomocjo posrednega odvajanja izracunajte odvod funkcije w, podane
s predpisom w(t) = (),

22. Naj bo w = z2er ter naj bo nadalje z(t) = ;g in y(t) = 2

14t2°

~ . d
[zracunajte <

23. Naj bo w = ¥ ter naj bo nadalje z(t) = €' in y(t) = 1 —e*. Izracunajte
dw
E.

24. Naj bo spremenljivka w odvedljiva funkcija spremenljivke z = 2 + 32

Izracunajte yg - gZ’

25. Spremenljivka w naj bo diferenciabilna funkcija spremenljivk z in y.

a) lzrazite parcialna odvoda po polarnih koordinatah s kartezijskimi ko—

ordinatami in parcialnima odvodoma, t. j. $¢ in g—“’ izrazite z x, y, O
ow
n %
ow ow ow ow
b) lzrazite 57 in G2 z 7, ¢, G2 in 52
26. Naj bo w = 23y + xy® ter naj bo nadalje z = cost in y = sint.

Izracunajte .+ neposredno in Se s pomocjo veriznega pravila.



Taylorjeva vrsta

Taylorjeva vrsta za funkcije ene spremenljivke v okolici vrednosti a:

> @) (g 3)(q
f@) = @)+ 2 o may T Dy

Taylorjeva vrsta za funkcije dveh spremenljivk v okolici tocke (a,b):
flz,y) = fla,b)+

by ela) - (=)' + fyfa,) - (s — D)+

+ % (faa(a,0) - (. —a)® + 2+ foy(a,b) - (x —a) - (y —b) + fyy(a,b) - (y —b)?)

+ % (frzz(a,b) - (x —a)® + 3+ frwy(a,b) - (x —a)? - (y —b)

+ 3 fayy(a,b) - (x —a) - (y — b)2 + fyyy(a,0) - (y — b)3)+
4.

Podobno za funkcije ve¢ spremenljivk

Taylorjeve vrste nekaterih funkcij:

e’ = Z x_' 7a VSer
“— nl
o0 xQn
cos(x) = Z(—l)” o) za vser
n)!
n=0
o0 x2n+1
Sln(l’) = z;(—l) m Za VSEeX
In(1+z) = Z(—l)"*l% za |z] < 1
n=1

(1+$)a22(&)x” za |r] <lina €R

1_£=Zx2 za |z| <1




Naloge
27. Funkcijo f(z,y) = 22% — xy — y* — 62 — 3y + 5 razvijte v Taylorjevo

vrsto okrog tocke (1, —2).
. S pomocjo Taylorjevega polinoma dru-

x

28. Dana je funkcija f(z,y) =

o

6
57

gega reda priblizno izracunajte 33

=~

29. Naj bo f(z,y) = x - cos(zy?).

) Razvijte f v Taylorjevo vrsto okrog tocke (0,0)
61 62
Gm(0,0) in 55755 (0,0)

3 .97
b) Izracunaj ﬁ(O,U), 3 218y4o

30. Dana je funkcija f(x,y) = In(1 + zy?)

) Zapisite Taylorjev polinom reda 6 za to funkcijo okoli izhodisca

b) Izracunajte fiuyyyy(0,0) I frrayy,(0,0)



Lokalni ekstremi

Lokalni ekstremi funkcij dveh spremenljivk

Tocka (a,b) funkcije f dveh spremenljivk je stacionarna, ¢e je f.(a,b) =

fy(a,b) = 0.
Ce ima funkcija f dveh spremenljivk v notranji tocki (a, b) lokalni ekstrem,
je stacionarna.

Hessejeva matrika:

T e S
i = l [ fyy}

K(a,b) = detH(a,b) = fuz(a,b) - fyy(a,b) — foy(a,b) - fyz(a,b)

Naj bo f dvakrat parcialno zvezno odvedljiva in naj bo v (a,b) stacionarna
tocka.

a,b) > 0in fu.(a,b) > 0: v (a,b) lokalni minimum

o K(

e K(a,b) > 0in fy.(a,b) <0: v (a,b) lokalni maksimum
e K(a,b) <0: v (a,b) ni lokalnega ekstrema (sedlo)

o K(

)
)
)
a,b) = 0: v (a,b) ne vemo, ali je ekstrem
Lokalni ekstremi funkcij ve¢ kot dveh spremenljivk
Tocka a funkcije f veé spremenljivk je stacionarna, e je gradf(a) = 0. Ce

ima funkcija f ve¢ spremenljivk v notranji tocki a lokalni ekstrem, je stacio-
narna.

Hessejeva matrika:

fﬂc1x1 fx1$2 e frlmn
H _ ffﬂ.le f$.2x2 "' . ffE?CEn
fJJnxl f$n$2 et fmnmn

Ali je v dani tocki ekstrem, je odvisno od lastnih vrednosti Hessejeve matrike:



e Ce so vse lastne vrednosti strogo pozitivne, je v dani tocki lokalni mi-
nimum

e Ce so vse lastne vrednosti strogo negativne, je v dani tocki lokalni ma-
ksimum

e ckstrema ni, Ce je ena lastna vrednost strogo pozitivna, druga pa strogo
negativna

e v ostalih primerih, ne moremo opredeliti, ali je v dani tocki ekstrem ali

ne

Naloge

31. Na ravnini z enacbo x — 2y + 2z = 4 poisci tocko, ki je najblizja tocki
(—1,0,-1).

32. Dolocite stacionarne tocke in lokalne ekstreme funkcij f, podanih z
naslednjimi predpisi:

z,y) =at +day +yt + 1
r,y) =e (v —1y?)

(
(
(z,y,2) = (327 4+ 2y* + 2* — 22y — 2yz)e *
(
(
(



Globalni in vezani ekstremi

Vezani ekstremi in Lagrangeovi multiplikatorji
Stranski pogoji:

gl(mlax% s 73311) = a1
92(331,1'2, e >$n) = a2
gm(Ilaan S 7In) = am
Lagrangeova funkcija:
L=f—=Xgi—Xg2—"—Angm

Notranji ekstrem funkcije f pri stranskih pogojih g; iS¢emo v resitvah sistema
n 4+ m enachb:

g—i(xl,...,xn):() g—)ﬁ(xl,...,xn):—al
%(ml,...,xn):() aifn(xl,...,xn):—am

Naloge
33. Poisci ekstrem funkcije f(z,y) = L + i pri pogoju =5 + yiz = 1.

34. Poisc¢i maksimum in minimum funkcije f(z,y) = 22 + y* — 2y + 3 na
krogu z% + y* < 2.

35. Pois¢éi maksimum in minimum funkcije f(z,y) = €™ na trikotniku z

ogliséi A(—1,-1), B(4,—-1), C(-1,2)
36. Med kvadri s povrsino P = 54 poisci tistega z najmanjso prostornino.
37. Med trikotniki z obsegom o poisci tistega z najvecjo ploscino.

38. Na elipsoidu % + 9% + 22 = 1 poiséi tocko, ki je najbolj oddaljena od
ravnine 3x + 4y + 12z = 35.



39. Funkcija f je podana s predpisom
flz,y,2) = 2® +y* + 2°

Poisci globalne ekstreme funkcije f na trikotniku z enacbo x 4+ 2y + z = 2,
z>0,y>0,2z2>0.

40. V krogli
Y+ 22 <4
je gostota porazdeljena s predpisom p(z,y,2) = 3 + xz + y*. Kje v krogli je
gostota najvecja in kje najmanjsa? Koliksni sta ekstremni vrednosti?
Preslikave, Jacobijeva matrika

Preslikava F' : R® — R™:
F(zy,29,...,2,) = F(¥) =

Preslikava F' je diferenciabilna v @ € Dp, ¢e obstaja matrika A dimenzije
m X n, za katero velja:

. L h
F(@+h)=F(@@ +A-h+o(h); lim Mzo
1El1=0  [|A]]

Diferencial dF(@) (diferenciabilne) preslikave f v tocki @ je linearna presli-
kava z matriko A: . .
(dF)(a)(h) = Ah

Matriki A pravimo Jacobijeva matrika JF'

= of of of

df1 (%) ‘3_3’%1 g—?; %

afs( oh of o

JF(.fl, To, ... ,xn) = 2:( ) — Bﬂzbl 8:?02 . 8:J:cn
Af() O O i

oz Oz t Oxn



Naloge

41. Naj bo F : R? — R? podana s predpisom f(z,y) = ((z + 3?)3, sin(x -
y?),In(1 + 2% + y?)). Izracunaj Jf(0,1).

42. Naj bo F(z) = (2°, tan 2?, arctan 2?).

a) Doloéi definicijsko obmocje. b) Izracunaj Jacobijevo matriko.

Preslikave: verizno pravilo

Matri¢no verizno pravilo:

F in G diferenciabilni preslikavi:

d(F o G)(T) = dF (G(Z))dG(Z).

Naloge

43. Spremenljivki v in v sta diferenciabilni funkciji spremenljivk x, y in z,
le-te pa so nadaljnje diferenciabilne funkcije spremenljivk ¢ in s. V neki tocki
velja:

o, oy o _,
o__, ” o _,
%:5, %:—6, %:4
% _ o _, o _,

Spremenljivki v in v lahko gledamo tudi kot funkciji spremenljivk s in t. V
dani tocki izracunajte parcialne odvode 32, 5, 52 in 3.
44. Spremenljivke u, v in w so diferenciabilne funkcije spremenljivk x in

y, le-ti pa se izrazata v polarnih koordinatah: x = rcosy, y = rsinp. Pri



r =3 in y =4 velja:

ou ou
o9 .
Ox ’ oy ’
ov ov
=3 =0
Ox ’ Ay ’
ow ow
o oo
ox ’ oy

Spremenljivke u, v in w lahko gledamo tudi kot funkcije spremenljivk r in (.
V dani tocki izracunajte vse mozne parcialne odvode prvega reda spremen-
ljivk u, v in w po spremenljivkah 7 in ¢.

Izrek o inverzni preslikavi

Izrek: Naj bo F': D C R" — R" diferenciabilna v @ in naj bodo vsi odvodi
zvezni. Ce velja det JF (@) # 0, obstaja okolica U tocke @ in okolica V' tocke
F(a),daje F': U — V obrnljiva, za njen lokalni inverz G : V — U pa velja:

JG(F(@) = [JF(@)]"

naloge

45. Dan je sistem enach:

(1+y)Inx =2

3+ Ty = w.
a) Resite ta sistem za z =0 in w = 5.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U resitve iz prejsnje tocke in taka
okolica V' tocke (0,5), da ima sistem za vsak par (z,w) € V enolitno
reSitev na (z,y) € U.

¢) Pri 2 =0 in w = 5 izracunajte parcialne odvode %, g—i, % in g—gj

d) Z uporabo diferenciabilnosti priblizno resite sistem za z = 0.17 in w
= 5.1: kot izhodiscni priblizek vzemite resitev iz tocke a) in uporabite
tamkajSnje parcialne odvode, izracunane v prejsnji tocki.



Izrek o implicitni preslikavi

Izrek: Naj bo F' : D C R™™ x R™ — R™ zvezno odvedljiva preslikava,
(a,b) € D. Ce je

(i) F(@b) =0,

(i) det JF¥(a@,b) 0,

obstaja okolica U od @, na kateri je enolicno definirana preslikava g : U C
R™ — R™, za katero velja:

e g(a) —b
o I(7,§(2))=0,7€U

—

o J§(@) = —[JF¥(a,b)"- JF¥(a,b)

Naloge

46. Pokazi, da lahko resitev enacbe z-e™+e* = 0 v okolici tocke (1, —1, —1)

zapiSemo kot funkcijo z = z(x,y). Izracunaj 92(1,—1) in g—;(l, —1)

47. Naj bo f : R%> = R? podana s predpisom

fl(xla T2, T3, Y1, 92) = 2e¥ + Y21 — 41'2 +3
fo(@1, T2, 23, Y1, Y2) = Y2 cOsy1 — 6y1 + 221 — 3

a) Izracunaj Jacobijevo matriko za f v tocki A(3,2,7,0,1).

b) Ali lahko resitev f(z1,za,x3,y1,y2) = 0 v okolici tocke A izrazimo kot
(?/1; y2) - g(l’h T, ‘T3)7 tOI'ej f(mlv T2, T3, g(‘r17 T, I3)) = 0?

¢) Izracunaj Jacobijevo matriko za g v tocki (3,2,7).

48. Naj bo
22y 22
St ta=L

a) V okolici katerih tock lahko resitev izrazimo kot funkcijo z = z(x,y)?

b) Dokazi, da v teh tockah velja z -z -z, +y- 22, = 22 — ¢



49.

Naj bo z = z(x

Izracunaj z,, (5,
Dan je sistem enacb:
P+ a2 =8
2, .2 _
Yy +2°=9
Resite sistem enacb na y in z pri z = 0 in z > 0.

Pokazite, da obstajata taka okolica U tocke 0 in taka okolica V' reSitve iz
prejsnje tocke, da je sistem za vse x € U enoli¢no resljiv na (y, z) € V.
Tako postaneta y in z funkciji spremenljivke z: y = f(x), z = g(z).

Izracunajte f'(0) in ¢'(0).

Priblizno resite sistem za y in z pri x = 0.1, 2z > 0.

. Naj bo f:R® — R? podana s predpisom

fi(z1, 29, 23, 24, Y1, Y2) = T122%4 + Y123 — 4y + 10
fo(@1, 2, T3, T4, Y1, Y2) = T1 + To + Y7 — 2y — DT3T4 + Y1Yox3 — 9

Pokazi, da lahko v okolici tocke A(1,0,1,1,2,3) resitev enacbe f =0
zapisemo kot (y1,y2) = g(21, e, T3, T4).

Izra¢unaj Jg(1,0,1,1).

. Dana je enacba €™ —y — 52 = 0.

Resite enac¢bo na z pri x =y = 0.

Pokazite, da obstajata taka okolica U izhodisca in taka okolica V resitve
iz prejsnje tocke, da je enacba za vse (x,y) € U enoli¢no resljiva na
z € V. Tako postane z funkcija spremenljivk = in y: z = f(z,y).

Izracunajte f,(0,0) in f,(0,0).

Priblizno resite enacbo na z pri x = 0.1, y = 0.2.



Dodatne naloge

52. Doloci definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcij f podanih z na-
slednjimi predpisi. Narisi definicijsko obmocje in nekaj nivojnic.

a) f(z,y) = Va2 —4+ /41— y?

53. Doloci in narisi definicijsko obmocje podanih z naslednjimi predpisi.

a) flz,y) = VT Fy+ve—y ¢) fl@y) =VI—@+ /P — 1

54. S pomocjo nivojnic skiciraj grafe naslednjih funkcij:
a) f(z,y) =" +4y° -1

55. Narisi grafe naslednjih funkcij:
a) fz,y) =a®—2+y° d) f(z,y) =In(2* +y?)
b) f,y) =52

) fz,y) =9 —a?—y? e) flz,y)=1—-w+2y

56. Doloci taksno stevilo d, da bo funkcija f : R? — R, podana z naslednjim
predpisomom, zvezna.

57. Naj bo f(z,y) = In(1 + x + y). Izracunajte %aj;s(l,o)-

58. Izracunaj parcialne odvode prvega reda funkcij f, podanih z naslednjimi
predpisi.

a) f(z,y) =2’ +2°y +y d) flz,y) = Va? +y?
b) f(z,y) =% e) flz,y) =In(z+ /2> + y?)
¢) f(z,y) = arctan f_tcyy f) f(z,y,2) = sin(zy + 2y)




59. Izracunaj parcialne odvode prvega in drugega reda funkcij f, podanih
z naslednjimi predpisi.

a) fley)=(@—a+y-0b? d) flz,y)=%-na+y’—y
b) f(x,y,z) =zz+e¥* +y

c) fla,y) =" —a+22y* —y' e) f(,9) = i)
60. Izracunaj gradient funkcije f v dani tocki:

a) f(z,y,2) =a®+y? + 22 v tocki (2,-2,1),

b) f(z,y,2) = 2?y?z3 v tocki (z,v, 2),

c) flx,y,2) = \/m v tocki (z,y, 2).
61. Naj bo f(z,y) =In \/3327—|—y2

a) Dolocite definicijsko obmocje.

b) Izracunajte smerni odvod v P(1,1) v smeri simetrale sodih kvadrantov.
62. Naj bo f(z,y,2) =2y + yz + z=z.

a) Izracunajte grad(f)(1,2,3).

b) Izracunajte smerni odvod funkcije f v M(2,1,3) v smeri @ = (3,4,12).

63. Dan je pravokotnik s stranicama a = 3, b = 2. Z uporabo totalnega
diferenciala priblizno izracunaj, za koliko se spremeni ploscina, ¢e se a poveca
za 0.1 in b zmanjsa za 0.2.

64. Za priblizno koliko se spremeni argument kompleksnega stevila, ce se
njegova realna komponenta spremeni iz 2 na 2.1, imaginarna komponenta pa
iz 3 na 2.57

65. Naj bo

a) Ali je f zvezna?



b) Ali je f parcialno odvedljiva?
c) Ali je f diferenciabilna?
d) Ali je f v parcialno zvezno odvedljiva?

66. Naj bo f(t) = e*¥®  g(t) = arctan(z(t) - y(t)), z(t) = sin(t), y(t) =
t3. Tzracunajte f'(t) in ¢'(t).

67. Naj bosta ¢,1 : R — R dvakrat odvedljivi funkciji. Pokazi, da za
wz,y) = z-p(z+y) +y-v(z+y) velja e (2, y) — 2 gy (2, y) +uyy (2, y) = 0.
68. Naj bo f: R — R odvedljiva funkcija. Definiramo g(z,y) = 2* f(%).

a) Dolocite definicijsko obmocje funkcije g.
b) Pokazite, da velja x - g,(z,y) + 2yg,(x,y) = 49(x,y)

69. Naj bo f(x,y) = 2%y —ay®, x = r-cosp in y = r - sinp. Izracunajte
. of . 0f
parcialne odvode 5, 0 53

70. Naj bo f(z,y) :

= l—zy*

a) Dolocite definicijsko obmocje.
b) Razvijte f v Taylorjevo vrsto okrog tocke (0,0).
¢) Izracunajte &C%ZJ;M(O,O) in aq;%;{,%(o’o)
71. Dana je funkcija f(z,y) = 2? - sin(x + y?)
a) Zapisite Taylorjev polinom reda 7 za to funkcijo okoli izhodisca.

b) Izracunajte fizuyyyy(0,0)

72. Dolocite definicijsko obmocje in lokalne ekstreme spodnjih funkcij:
a) flz,y) =ay—2*—y+6z+3
b) g(z,y) = (2* + y)Ve

73. Dolocite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije



a) f(z,y,z) = zyz na obmocju x? + 2y* + 322 < 1,
b) f(z,y) = 2%y na krogu s srediséem v (0,2) in polmerom 1.
74. Poisci najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(x,y) = arctanzy na
mnozici
{(z,y); 2° —4x+y*+3 <3}
75. Naj bosta a,b > 0. V elipso

2 2
T Y
@ Tp !

vértaj pravokotnik z najvecjo ploscino, ki ima stranice vzporedne koordina-
tnima osema.

76. Med kvadri s telesno diagonalo D > 0 pois¢i tistega z najvecjo prostor-
nino.

77. Na elipsoidu z? + 2y + 42?2 = 1 poiséi tocko, ki je najblizja ravnini
x + 1y + 2z = 4 in tocko, ki je najdlje od te ravnine.

78. Dan je sistem enach

Vai+yR+z22=r

y_
arctan = = @
x

z
arctan ———— = 0.
x2+ 92

a) Resisistem zar =2, p =0 = 7.
b) Pokazi, da obstajata taka okolica U resitve iz prejsnje tocke in taka

okolica V' tocke ( T %), da ima sistem za vsak (7, ,0) € V enoli¢no

resitev na (x,y,z) € U.

¢) S pomocjo linearnega priblizka poisci priblizno resitev sistema za r =
1.9, 0=7+02,0=7.

79. Dana je enacba y° + zy = 32.

a) Resite enacbo na y pri z = 0.



Pokazite, da obstajata taka okolica U izhodisca in taka okolica V' resitve
iz prejsnje tocke, da je enacba za vse x € U enoli¢no resljiva na y € V.
Tako postane y funkcija spremenljivke z: y = f(x).

Izracunajte f'(0).
S pomocjo prejsnje tocke priblizno resite enacbo na y pri z = 1.

Izracunajte f”(0) in s pomocjo ustreznega Taylorjevega razvoja poiscite
natancnejsi priblizek resitve enacbe na y pri x = 1.



Resitve

1a) Dy =27y =RD) Dy = {(x,y) € R, z <
) Dy ={(z,y) eR; z+Vy—2>0,y >2}, Z =R

2

%—FQ}, Zf = [0,00)

a) Dy ={(z,y) € R% 3> <4, 2* + 3> <1} \ {(0,0)}
b) Dy ={(z,y) eR% 2 #0, y #0, |z|+ |y| <1}

a) Ravnina skozi tocke (1,0,0), (0,1,0), 0,0,1) b) Polsfera s polmerom 2

nad zy ravnino.

5

b) Krozni lok 7(p) = (cos ¢, V25sin @, cos ©), p € [— % %]

c¢) Poltrak v smeri vektorja (1,0,1) in zacetkom v (0,0,0). S parametri-
zacijo: 7(p) = (z,0,z), x > 0.

d) Parabola 7(y) = (5= _1,y, y—“) yeR

e) Elipsa, podana z enacbama (z— $)?+y?)1 in z = z oz. s parametrizacijo

lp) = (Hgpe, e, Lene) o € [0,200)

6 a) 2 b) 0 c) Ne obstaja. d) 0
7d=0

8 a) Da, f(0,0) = 1. b) Ne.

9 f(4, 1) =0in f,(§,1) =4

_ 2 _ _ 4(2z—y) —
10 a) fo = V(e ) = Jy ma faz L (2e_y)?)3’ Joy = fya
_ —2(2z—y) f 2e—y
(1-Ce—y»? W T @iyt



11

12

13

14

15

16

17

18

19

-2

b) f. = 1+x2 5, f, = arctan(zy) + Tratge: Joo = (1+;y 7, foy = W’
2

fyy o (1+:Jc2$y 2)2

C) f:t: = e—m(_x+y2+1)’ fy = _2y6_$> fCL‘CL‘ = e—m(x_y2_2)’ fmy = 22/6_177

fyy =277

d) fa: = ynyrl lny, fy = yxyx<1ny+ 1)7 fwx = y:l:y+2<1ny)2’ fa:y = yxy(lny+

D(xylny +1), fy, =y (1 +y(Iny + 1)?)
=T

a) {(z,9,2); 22 =wy} ={(3,9,2); ¥,z €R} b) {(z,2,2); v €R}

of _
31,0) (2,0)=1

of _ of _ 1
5(1,1)(17 1) — a( T L)(la 1) - V2

d

2

a) 4.998 b) 0.99 c) 0.405 d) 0.005

df = —zLmdr + Zdy
a) flz,y) mE+y—1b) f(r,e)=—r
24.94cm?

3

a3z \L 0,0 e
a)a:0b>fm<x,y>={<x+y” ( y)fiw;, fy<x,y>={<“y>/

0; (J?,y) -

c) Ja d) Ne e) Ne f) Ne

20

yaltda?y? —y 7). 0.0
a) Jab) Jac)Ja f.(z,y) = @21y (z,y) # (0,0) 7
0; (z,y) = (0,0).

i (@) #(0,0)
— (]? + ) ! ’ ? — —
fy(ita y) O; 4 (I, y) _ (O, O) d) fxaz(()? 0) 0 fyy(07 0) 07
fxy(()?O) = _17 fyx(ovo) =1 6) N

21

22

tst(cost - t71 —sintInt)

2(1-2t—12)2 2L,
1t ¢




23 —(e' +et)

24 0

ow _ow . _ s ow .y
25 a) 5y = 5 Vo o ey
Bw _ Bw . (N Bw . by dw _ dw | w , (_sing
Op — Oz ( y)+8y ZL’b) ox ~—  Or COS@O""a@ ( r)
dw _ ow ow (cosg
oy ~  Or Sln(’p_'—&p (7‘)

Opomba: zaloga vrednosti za arccos ¢ je [0, ], obravnavaj primera za ¢ € [0, 7)
in ¢ € [—m,0)

26 22 = cos(2t)
27 2(x =1 = (= 1)(y+2) — (y +2)*+5
28 T5(0.06, —0.5) = 0.4050675.

29 a) f(v,y) = v — 3oyt + Latyt — ... b) =72, 21-40!, 0

I2 4 .
30 a) Ts(z,y) = 2y* — T5 b) faayyyy(0,0) = =24 in frpy,,(0,0) = 0.

31 (0,-2,0)

32 a) stacionarne tocke: (0,0), (1,—1) in (—1,1); lokalni minimum v tockah
(1,—1) in (—1,1) b) stacionarna tocka: (1,0); lokalni maksimum v (1,0)
¢) stacionarni tocki: (0,0,0) in (2,2,2); lokalni maksimum v (2,2,2) d) ni
stacionarnih tock; ni ekstremov e) stacionarna tocka (%, %), ni lokalnih ek-

272
stremov f) stacionarni tocki: (1,1) in (-3, —3); lokalna minimuma: (1,1)
in ( 1 1

—1,—1) g) stacionarni tocki: (0,0) in (1, 3); lokalni minimum v (1, 1)
h) stacionarne tocke: (1,1), (—1,1), (0,0), (0, 2); lokalni maksimum v (0, 5)
i) stacionarne tocke: (z,0), x € R in (0,y), y € R; ni lokalnih ekstremov
j) stacionarna tocka: (1,1, 1); lokalni minimum: (1,1, 1).
33 v (v/2,v/2) maksimum, v (—v/2, —v/2) minimum
34 v (0,1) minimum, v (0, —v/2) maksimum
35 v (—1,—1) maksimum, v (4, —1) minimum

36 Kocka z a = 3.



37 enakostranicen trikotnik z dolzino stranic .
38 (_97 _%7 _%)
39 minimum v (3, 2, 1), maksimum v (2,0,0) in (0,0, 2).

40 Maksimum je p(0,42,0) = 7, minumum pa p(v/2,0, —v2) = p(—=v/2,0,v2) =

3 6
41 JF(0,1)=| 1 0
0 1

5t
42 a) Dp =R\ {£\/5 + km; k € No} b) JF(z) = | cos™*(z?) - 2z
1 _ .9
1+z4

45 a) r = 1in y = 4 b) izrek o inverzni preslikavi ¢) z; ~ 1.01 d) y; ~ 4.03
46 z,(1,—1) = —3, z,(1,-1) = 3

47 a) Jf(A) = b 0208 b)Jac)Jg(3,2,7)=—ﬂ

- -4 3
12 0 -1 61

10 -24 -2

48 a) V okolici tock (zg, yo, 20), kjer je zg # 0 b) Izrek o implicitni preslikavi.

<) ~ %

49 a) y = 2, z = 3 b) Izrek o implicitni preslikavi. ¢) f/(0) = —2, ¢/(0) = —2
d) y =~ 1.925, z =~ 2.933

50 a) Izrek o implicitni preslikavi. b) Jg(1,0,1,1) = —% le —76 _11% __250

51 a) z = 0.2 b) Izrek o implicitni preslikavi. ¢) f,(0,0) = 0.04, f, = —0.2
d) 2 = £(0.1,0.2) ~ 0.164

52  a) Dy = (—o00,—2] x [-2,2]U[2,00), Zf = [0, 0)
53

a) {(z,y) eR;—z <y < x}



b) {(z,y) € R (z > 0Ay > 0)V(x < 0Ay < 0)} = ((—00,0) X (—00,0))U

{
((0.50) x (0, ¢))
{

c) {(z,y) € R% x| < L]yl = 1} = ([—, 2] x [-o0, ~1])U([—1, 1] X [1, o0])

55 a) Paraboloid s temenom v tocki (1,0, —1).

56 d =10

84
57 5.5, L(1,0) = —3

58 a) TODO b) TODO ¢) TODO d) TODO e) TODO f) f, = z cos(zz+2y),
fy = 2cos(xz + 2y), f, = x cos(zrz + 2y)

59 a) fz =, fy =, foz = fa:y = fyy:
b) fz = fy = fzx = fa:y = fyy -
c) fo= 3x2_1+2y27 fy= 4373/_43/37 Joz = 62, foy =4y, fyy =42 — 123/2

d) fxzé_%afy:_y%+2y_17fxz’:a%27f:cy:_y%7fyy:2+§_§

In(x
) fa: - xan(zy ’ fy - yln fa:a: = 1;2(1ny fxy - :cyln (zy)’ fyy =
In(zy)+2
y? In®(ay)
_ 2,,2 2 T Y z
60 a) (4, —4,2) b) (2zy?23, 22%yz3, 322y?2?) ¢) (\/$2+y2+22, S \/w2+y2+z2>
61 2) Dy — B2\ {(0,0)} b) 525 (1,1) = 52 (1,1) = 0
5 e ——

62 a) grad(f)(1,2,3) = (5,4,3) b) 2£(2,1,3) = &
63 —0.4

64 —0.1

65 a) Jab) Jac) Jad) Ja

66 f/(t) = e (cost — 6t2), g'(t) = Lottt sint



67
68 a) D; = {(1,y) € Rz # 0}

69 gZL = r3(—2sin? ¢ cos p + sin® ¢ + cos® p — 2sin @ cos? )

% = 67 cos p sin ¢(cos ¢ — sin )

70 a) Dy = {(z,y) € R; y # }b)1 =1+ 2y + (2y)* + (2y)> + ...
¢) 5305w (0,0) =0, 5:%=(0,0) = (5)

25

4.2 7 m3y4

CE5 X €T
71 a) Ty(z,y) = 2 + 2%y — 5 — 5 + 45 —

b) fmzmyyyy(O, O) = —T2.

72 a) Dy = {(z,y) € R* y > 0}, lokalni maksimum v (4,4) b) D, = R?
lokalni minimum v (0, —2)

73 a) najmanjsa: _9\%’ najvecja: ﬁ b) najmanjsa: 0, najvecja: 204+14v/7

27
74 T in —%

75 Oglisca so v tockah (:I:%, :I:%)

76 Najvecjo prostornino ima kocka z robom %.

77 Najblizje je (%, 7 %ﬁ), najdlje pa (—%, 7 —2%/7)

11 1
2 2 V2
78 a)r=1y=12=+2b)det(Jf)(1,1,vV2)=| -1 § 0 :ﬁ#(}
T "1 1
T4 4 22
c)x=0.75, y =1.15, z = 1.3435
79 a)y = 2 b) Izrek o implicitni preslikavi. ¢) —45 d) 1.975 ¢) f”(0) = — 1555

priblizek je 1.9746875.



