Sistemi linearnih ena¢b
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Linearna enacba

Definicija linearne enaébe

Linearna enacba v n spremenljivkah je enacba oblike
aixy + axxo + ...+ apx, = b, (1)
kjer so a1, ao, ..., an, b dana realna Stevila, x1,xo,...,X, pa so

spremenljivke. Vsaki n-terici realnih tevil, ki zado¥€ajo (1), pravimo
reSitev enacbe (1).

Opomba: Enatba 2x =1 ni isto kot enatba 2x + 0y = 1. MnoZica reSitev
prve je totka v R, mno¥ica refitev druge pa je premica v R2.

Opomba: Ce je ay = ... = a, = 0, potem pravimo, da je enatba (1)
trivialna. Lotimo dva primera trivialne enatbe. Ce je b = 0, potem je
njena mno¥ica resitev enaka R”. Ce je b # 0, potem je njena mnoZica
reSitev prazna.
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Trditev

Ce je linearna enatba (1) netrivialna, potem je njena mnoZica resitev
hiperravnina v R”. Vsako hiperravnino v R” lahko dobimo na ta na&in.

Dokaz: Ce je enatba (1) netrivialna, obstaja tak i € {1,...,n}, da je
a; # 0. Torej jo lahko zapisemo v obliki
b
alxl—i—...—i—a,-(x,-—;)—i—...—{—a,,x,,:O. (2)
Opazimo, da je vektor n := (a1,...,aj,...,an) neniteln, ker je a; # 0.
Ce definiramo e r := (x1,...,X;,...,Xp) in rg := (0,...,5,...,0),

potem je enacba (2) ravno enatba hiperravnine (n,r —rg) = 0.

Vzemimo sedaj poljubno hiperravnino v R"”. Potem obstajata tak neniceln
n=(a,...,ay) in tak ro = (c1,...,¢y) v R”, da je hiperravnina mnoZica
reditev vektorske enatbe (n,r — ry) = 0. Ce razpi¥emo, dobimo netrivialno
linearno enacbo aijxy + ...+ anx, = b, kjer je b=aic1 + ...+ ancy.
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Uvod v sisteme linearnih enacb

Definicija sistema linearnih ena¢b
Sistem m linearnih ena&b v n spremenljivkah je sistem ena&b oblike

aixy+...+a1nXn = b1
(3)
ami1X1 + ...+ amnXn = bm
kjer so a;; in by realna Stevila, x1,...,x, pa spremenljivke.

Resitev sistema (3) je taka n-terica realnih Stevil, ki zados¢a vsaki od m
linearnih enacb v sistemu.

Opomba: Sistemu m linearnih enaéb v n spremenljivkah bomo na kratko
rekli kar m x n sistem.

Opomba: Stevilom a;; bomo rekli koeficienti sistema (3), &tevilom by pa
desne strani sistema (3).
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Oglejmo si najprej geometrijski pomen mnoZice reSitev sistema.

Trditev

Ce so vsi koeficienti in vse desne strani m x n sistema enaki ni¢, potem je
njegova mnozica resitev enaka R". V vseh ostalih primerih je mnoZzica
resitev presek hiperravnin v R"”. To vklju¢uje tudi primer, ko je mnoZica
reitev prazna, saj je prazna mnozica presek dveh vzporednih hiperravnin.

Dokaz: MnoZica reSitev sistema je presek mnoZic resSitev posameznih
enalb. Vemo Ze, da je mnoZica reSitev vsake netrivialne enacbe
hiperravnina. Ce so torej vse enalbe v sistemu netrivialne, je njegova
mnoZica reSitev presek hiperravnin.

Oglejmo si %e kako trivialne enacbe vplivajo na mnoZici reSitev. Ce ima ena
od trivialnih enacb sistema prazno mnoZico reSitev, potem ima tudi sistem
prazno mnozico resitev, torej trditev drZi.

Oglejmo si e nasprotni primer, ko imajo vse trivialne enabe sistema za
mnozico reSitev R". Take trivialne enacbe lahko izpustimo, saj ne vplivajo
na mnozico resitev sistema. Torej trditev drZi tudi v tem primeru.
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Primeri 2 X 2 sistemov
MnoZica resitev 2 x 2 sistema je lahko
@ cela ravnina (samo pri sistemu Ox + 0y = 0,0x + Oy = 0)
@ premica v ravnini (npr. pri sistemu 2x +y = 1,4x + 2y =2
prva enacba doloca isto premico kot druga enalba, torej je
mnoZica reditev sistema presek dveh enakih premic.)

@ tocka v ravnini (npr. prisistemu x+y =1,x—y =3
je mnoZica resitev presek dveh nevzporednih premic)

@ prazna mnozica (npr. pri sistemu 2x + 1 =1,4x + 2y = 3)
je mnoZica resitev presek dveh razli¢nih vzporednih premic).

Opomba: Tudi mnoZica resitev 3 x 2 sistema je bodisi cela ravnina bodisi
premica v ravnini bodisi to¢ka v ravnini bodisi prazna mnoZica.

Opomba: Mno¥ica regitev 2 x 3 sistema je bodisi cel prostor R® bodisi
ravnina v prostoru bodisi premica v prostoru bodisi prazna mnoZica.
Ne more pa biti mnoZica resitev 2 x 3 sistema to¢ka v prostoru.
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Oglejmo si Se algebrai¢en pomen resitev sistema

aixyr+...+a1nxn = b1

amiX1+ ...+ amnXn = bm

Ta sistem lahko zapiSemo kot

(bl, ceey bn) = (al’lxl + ...+ a1nXn, -y 8mix1 + ...+ am7,,x,,)

= X1(3171, cey am71) + ...+ x,,(al’,,, ..
se pravi kot razvoj v linearno kombinacijo

b= xia1 + ...+ xpan,

kjer b = (bl,...,bn) in a; = (3171,.. .,am71),... ,Am = (317,1,..

< am,n)a

Vektorju b pravimo tudi vektor desnih strani sistema, vektorjem
ai,...,a, pa tudi stolpci sistema. MnoZica reSitev sistema nam da torej
vse moZne razvoje vektorja desnih strani po stolpcih sistema.
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Klasifikacija sistemov linearnih enacb

Sisteme linearnih enacb lahko klasificiramo glede na velikost, resljivost in

obliko desnih strani.

Glede na velikost delimo sisteme na
@ kvadratne (3tevilo enatb je enako 3tevilu spremenljivk),
@ predololene (Stevilo enalb je vegje od Stevila spremenljivk),

@ poddoloene (3tevilo enalb je manj¥e od %tevila spremenljivk).

Glede na re8ljivost delimo sisteme na
@ nereljive (&e je mnoZica resitev prazna)
@ enoli¢no redljive (¢e ima mnoZica reditev en element)

@ neenoli¢no redljive (e ima mnoZica reditev ve¢ kot en element)

Glede na obliko desnih strani delimo sisteme na
@ homogene (&e so vse desne strani enake ni&)

@ nehomogene (Ze je vsaj ena desna stran razli¢na od nic)
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Opomba: Ce sta x in y dve resitvi istega sistema, potem je za vsak realen
t tudi (1 — t)x + ty reSitev tega sistema. Vsak neenoli¢no resljiv sistem
ima torej neskonéno mnoZzico resitev.

Opomba: Pogosto (nikakor pa ne vedno) je kvadraten sistem enoli¢no
resljiv, predologen sistem neresljiv in poddolocen sistem neenoli¢no resljiv.

Opomba: Homogen sistem je vedno redljiv. Ima namre? trivialno reitev
(0,...,0). Glavno vpra%anje je, kdaj je neenoli¢no resljiv. Pokazali bomo,
da to velja za vse poddoloéene homogene sisteme.
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ReSevanje sistemov z izlo¢anjem spremenljivk

Oglejmo si preprosto metodo za re¥evanje sistema linearnih ena&b.

Prvi del: Najprej iz prve enalbe izrazimo eno spremenljivko in ta izraz
vstavimo v vse nadaljnje enatbe. Dobimo nov sistem linearnih enalb z eno
enatbo manj in eno spremenljivko manj. Metodo sedaj ponovimo na tem
novem sistemu. Spet dobimo nov sistem linearnih enacb, ki ima dve ena&bi
manj in dve spremenljivki manj kot prvotni sistem. Postopek ponavljamo,
dokler ne zmanjka bodisi enatb bodisi spremenljivk. Ce nam zmanjka
enatb, potem je prvotni sistem redljiv. Ce nam zmanjka spremenljivk,
potem imamo na koncu eno ali ve¢ enacb oblike 0 = ¢, kjer je c € R.

Ce je katera od teh enatb protislovna (recimo 0 = 2), potem konamo.

Drugi del: |zraz za zadnjo izrazeno spremenljivko vstavimo v vse izraze za
prejSnje izraZene spremenljivke. Nato izraz za predzadnjo izraZeno
spremenljivko vstavimo v vse izraze za prejSnje izraZzene spremenljivke.
Nadaljujemo, dokler ne pridemo do prve izraZene spremenljivke. Rezultat
je, da smo nekatere od spremenljivk izrazili s preostalimi spremenljivkami.
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Primer reSevanja sistema z izlo¢anjem spremenljivk

ReSimo naslednji sistem linearnih ena¢b

2x—y+3u—2v = 1,
x+y+2u—2v = 0,
x+2u—3v = =2

Iz prve enalbe izrazimo
1+y—3u+2v
X = .

2
Ko formulo za x vstavimo v drugo in tretjo ena¢bo, dobimo novi enacbi
3 n 1 1
= —u—v = —=
27 "2 2
1 n 1 oy — 5
Sy tou v = 5
Iz prve nove enatbe dobimo
—%—1u+v —1—u+2v
y = 3 - .

5 3
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Ko izraz za y vstavimo v drugo novo enacbo in uredimo, dobimo

1 5 7
—U——V=——.
3 3 3
Odtod izrazimo -
_7+7
u= %3‘/ = —7+b5v.
3

Sedaj nam je zmanjkalo enacb, torej je sistem resljiv. Ko formulo za u
vstavimo v formuli za y in x, dobimo

y— 6 —3v Loy in x— 22—|—y—13v'
3 2
Sedaj %e formulo za y vstavimo v formulo za x in dobimo
X = M;ﬁ =12 —7v.
Koné&na resitev je x =12 —7v, y =2 — v in u = —7 4+ 5v, se pravi

r=(x,y,u,v)=(12—7v,2—v,—7+5v,v) = (12,2, -7,0)+v(-7,-1,5,1).

MnoZica resitev je torej premica v R*. Sistem je neenolitno redljiv.
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Gaussova metoda za reSevanje sistemov
MnoZica reSitev sistema ne spremeni, ¢e na njem uporabimo eno od
naslednjih elementarnih vrsti¢nih transformacij:

@ Zamenjamo vrstni red dveh enacb.

@ Eno od enacb pomnoZimo z neniéelno konstanto.

@ K eni od enalb pristejemo veckratnik druge enacbe.

Gaussova metoda nam pove, kako s pomoé&jo elementarnih vrsti¢nih

transformacij prevedemo sistem v obliko iz katere se da odCitati reSitev.

Ker se pri elementarnih vrsti¢nih transformacijah ni¢ ne dogaja z
spremenljivkami, ni potrebe, da jih piSemo. Zato najprej pretvorimo:

aiixy+...+ainxp = b1 a1l ... din b1

am1X1 + ...+ amnXn = bm am1 --- amn | bm

Temu zapisu pravimo raz$irjena matrika sistema.
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Na razsirjeni matriki napravimo naslednje zaporedje korakov:

Pois¢i prvi stolpec, ki vsebuje kak nenileln element. Ozna&imo z j;
njegovo zaporedno Stevilko. Velja torej a; ; = 0, za vse (i,j) z j < ji.
Ce je arj =0in a,j, # 0, potem zamenjamo prvo in r-to vrstico.
Torej lahko predpostavimo, da je a1 j; # 0.

Prvo vrstico delimo z ay j;. Torej lahko predpostavimo, da je a1 j, = 1.

Za vsak i = 2,..., m odStejemo od i-te vrstice z a; j; pomnoZeno prvo
vrstico. Torej lahko predpostavimo, da je azj, = ... = am, = 0.

S temi koraki smo raz8irjeno matriko prevedli v obliko

/ / /
0 ... 001 &y .. a,|b
/ / /
0 ... 00 &, ... a,|b
/ / /
0 ... 00 a1 -+ amn|bm

Sedaj za hip pozabimo na prvo vrstico in ponovimo gornje zaporedje
korakov na zadnjih m — 1 vrsticah. Dobimo:
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0

1
00
0 0
0 0

Ji+l

0

/ /T
A n by

/! //
Do by

/! //
a3z b3

/! //
am,n bm .

Sedaj za hip pozabimo na prvi dve vrstci in ponovimo gornje zaporedje
korakov na preostalih m — 2 vrsticah. Postopek ponavljamo, dokler gre.
(Se pravi, dokler ne zmanjka nenicelnih vrstic.) Na koncu dobimo:

o O O o

0...

0 0 0...

0 0

X
X ...
0 ...
0

0...0

o X X X

0 ...

o X X X

0

— X X X

0

X X X X

X

Temu pravimo vrsti€na stopniasta forma sistema. Simbol x oznaluje,
da je tam Stevilo, ki je lahko neniéelno. Pod “stopnis¢em” so same nile,
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Opomba: Ce vrsti¢na stopnitasta forma vsebuje vrstico oblike [0...0 | x],
kjer je element x nenileln, potem sistem ni resljiv. Torej kon¢amo.

Recimo, da ima vrsti¢na stopni€asta forma k nenicelnih vrstic. Recimo, da
se zaletne enke teh vrstic (=pivoti) nahajajo na mestih (1,/1),..., (k,jk)-
Najprej z zadnjim pivotom “uni¢&imo”vse elemente nad njim. (To pomeni,
da od prvih kK — 1 vrstic odstejemo ustrezne veckratnike k-te vrstice, da se
na mestih (1, ), ..., (k — 1, jk) pojavijo ni¢le.) Nato s predzadnjim
pivotom uni¢imo vse elemente nad njim. Postopek ponavljamo, dokler ne
pridemo do prvega pivota (nad katerim ne moremo ni¢ uniciti). Dobimo:

0...0]1 x...x 0 x...x 0 x...x 0 X
0...0 0 0...001 x...x 0 x...x 0 x
0...0 0 0...0 0 0...01/1 x...x 0 X
0...00 0...0 0 0...0 0 O0...011 x
(0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 0 ...|x

Temu pravimo reducirana vrsti€na stopnicasta forma sistema. Sedaj
spet pisemo spremenljivke. |z dobljenih enaéb izrazimo spremenljivke
Xj,, ..+, Xj, s pomocjo preostalih spremenljivk. To je iskana reSiteyv.
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Primer reSevanja sistema z Gaussovo metodo

Resimo naslednji sistem linearnih enacb

2x—y+3u—-2v = 1,
X+y+2u—-2v = 0,
x+2u—3v = =2

Najprej zapisemo razsirjeno matriko sistema:

2 -1 3 =21
1 1 2 =20
1 0 2 -3|-2

Na poziciji (1,1) (se pravi levo zgoraj) bi radi dobili 1. Namesto da prvo
vrstico delimo z 2, bomo raje zamenjali prvo in drugo vrstico:

1 1 2 =20
2 -1 3 -2|1
1 0 2 -3|-2
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Spodnja dva elementa v prvem stolpcu bi radi spravili na ni¢. To naredimo
tako, da k drugi vrstici pristejemo z —2 pomnoZeno prvo vrstico in k tretji
vrstici pristejemo z —1 pomnoZeno prvo vrstico. Dobimo:

1 1 2 =20
0 -3 -1 2|1
0 -1 0 -—-1|-2

Na poziciji (2,2) bi radi dobili enko. Najprej tretjo vrstico pomnoZimo z
—1 in nato zamenjamo drugo in tretjo vrstico. Dobimo:

1 1 2 =-2|0
0 1 0 1]2
0 -3 -1 2|1

Spodnji element v drugem stolpcu spravimo na ni¢ tako, da k tretji vrstici
pritejemo s 3 pomnoZeno drugo vrstico. Dobimo:

11 2 =210
01 0 1|2
00 -1 5|7
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Tretjo vrstico delimo z —1 in dobimo vrsti€no stopni€asto formo:

112 =20
010 1|2
0 01 5|7

Sedaj moramo dobiti 3e ni¢le na pozicijah (2,3), (1,3) in (1,2).
Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnoZeno tretjo vrstico, dobimo:

110 8 |14
010 1|2
0 01 —5|-7

Na koncu k prvi vrstici pristejemo z —1 pomnoZeno drugo vrstico.
Dobimo reducirano vrsti¢no stopniéasto formo:

100 7 |12
010 1 2
0 01 —5|-—7
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Ce reducirano vrsti¢no formo zapi¥emo s spremenljivkami, dobimo

x+7v = 12,
y+tv = 2
u—5bv = -—T.

Odtod izrazimo spremenljivke x, y, u s spremenljivko v:

x = 12—7Tv,
y = 2 -V,
u —7 4+ 5v.

Opomba: Pojasnimo zvezo med Gausovo metodo in metodo izlo€anja
spremenljivk. Ce npr. iz i-te enalbe sistema izrazimo spremenljivko xi
in ta izraz vstavimo v j-to linearno enacbo, dobimo novo enacbo

aio aj,n b;
(aj2— —=aj1)x+...+(ajp— ——aj1)xn = bj — —aj1.
', 9, ', 9 )j 9,
aj1 aj1 ai,1
. ey . .. oy - . . a;
Enak rezultat bi dobili, &e bi k j-ti enalbi pristeli —af’i

1y
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Homogeni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enacb homogen, ce je oblike:

aix1+...+ainxn = 0
(4)
am1xX1 +...+amnpxn = 0
Opazimo, da je (0,...,0) vedno resitev tega sistema. Dokazali bomo:

@ Poddolo¢en homogen sistem ima vsaj eno netrivialno resitev.

@ Linearna kombinacija dveh reSitev homogenega sistema je spet
reSitev homogenega sistema.

@ Splo¥na resitev nehomogenega sistema je vsota posebne
(=partikularne) resitve nehomogenega sistema in splone
reSitve pripadajolega homogenega sistema.

Opomba: V tem razdelku bo izraz “nehomogen sistem” pomenil
“ne nujno homogen sistem”, se pravi sploen linearen sistem.
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Vsak poddolo¢en homogen sistem ima vsaj eno netrivialno reSitev.

Trditev J

Dokaz: Dokazujemo s popolno indukcijo po $tevilu vrstic.

Dokazimo najprej za eno linearno enacbo aixy + ...+ anx, = b, kjer
n>2. Ceje a,=0, potem je (0,...,0,1) netrivialna re¥itev. Ce je

anp # 0, potem je (0,...,0,—ap, an—1) netrivialna resitev.

Recimo, da trditev drzi za vse homogene sisteme z m — 1 vrsticami.
Vzemimo poljuben homogen sistem z m vrsticami n > m stolpci. Lo¢imo
dva primera. Ce so vsi koeficienti pri x, enaki ni¢, potem je (0,...,0,1)
netrivialna reSitev. V nasprotnem primeru lahko iz ene od enalb izrazimo
Xp S preostalimi spremenljivkami. Ta izraz potem vstavimo v preostalih
m — 1 enacb in uredimo. Dobimo homogen sistem m —1 enatbv n—1

spremenljivkah xi,...,x,_1. Po indukcijski predpostavki ima novi sistem
netrivialno reditev, recimo (o, ..., as—1). To reditev vstavimo v izraz za
Xp in dobimo «,. Potem je (avg,...,an—1,p) netrivialna resitev

prvotnega sistema.
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Trditev

Linerna kombinacija dveh reSitev homogenega sistema je spet resitev tega
sistema.

Dokaz: Ce sta (s1,...,s,) in (t1,...,t,) dve resitvi sistema (4), potem je
a11s1+...+ainsSp = 0 ajiti+...+a1nth = 0
am1s1+...+amnsp = 0 amiti+...+amntn, = 0

Preverimo, da je (as; + fti,...,as, + Bt,) reditev (4) za vse o, f € R

3171(a51 —+ ﬁtl) + ...+ 317,,(015,, + 51‘,,) =
= a(aLlsl 4+ ...+ 817,,5,,) + 5(31711'1 + ...+ aL,,t,,) =0

am,l(O‘SI + Btl) +...+ am,n(asn + 6tn) -
=a(am1s1 + ...+ amnsn) + B(amiti + ...+ amnts) =0
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Oglejmo si, kak3na je zveza med reSitvami nehomogenega sistema linearnih
enalb in reditvami pripadajocega homogenega sistema linearnih enacb,
ki ga dobimo tako, da vse desne strani spremenimo v ni¢.

Trditev

Recimo, da je nehomogen sistem linearnih enacb resljiv in recimo, da je
n-terica p ena od njegovih resitev. Vzemimo poljubno n-terico x in se
vprasajmo, kdaj je x reSitev nasega nehomogenega sistema.

To je res natanko tedaj, ko obstaja taka reSitev h pripadajocega
homogenega sistema, da je x = p + h.

Opomba: MnoZico resitev nehomogenega sistema torej dobimo tako, da za
p premaknemo mnoZzico resitev pripadajo¢ega homogenega sistema.

Dokaz: Ce je p reSitev nehomogenega sistema (3) in e je h reditev
pripadajotega homogenega sistema (4), potem kot v dokazu prej3nje
trditve vidimo, da je p + h reSitev nehomogenega sistema (3).
Obratno, &e sta p in x dve resitvi nehomogenega sistema (3), potem
kot v dokazu prejsnje trditve vidimo, da je x — p reSitev pripadajolega
homogenega sistema (4). Torej je x = p + (x — p) Zelene oblike.
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