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Predolo&eni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enalb predoloéen, &e ima ve¢ enalb
kot spremenljivk. Spomnimo se tudi, da je predolo&en sistem obitajno

neresljiv. Radi bi posplosili definicijo reSitve sistema tako, da bo vsak
predoloéen sistem posploeno resljiv.

Definicija posplosene resitve sistema linearnih enacb
Posplosena resitev sistema linearnih enacb

AaixXy+...+ainxn = b1

(1)

am1X1 + ...+ amnXn = bm

je taka n-terica realnih &tevil (xi,...,x,) pri kateri je vektor levih strani

(3171X1 + ...+ a1nXn,.--ydmix1 + ...+ am,,,x,,)

najblizje vektorju desnih strani (by, ..., bn).

v
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Opomba: Ce je sistem (1) resljiv v obi¢ajnem smislu, potem se posplo¥ena
reSitev ujema z obi¢ajno resitvijo.

Opomba: Posplo3eni resitvi pravimo tudi (posplo3ena) reSitev po metodi
najmanjsih kvadratov, ker minimizira izraz

(3171X1 + ...+ a1,nXn — b1)2 + ...+ (am’1X1 + ...+ amnXn — bm)2 (2)

Poglejmo si zdaj, kako pois¢emo posploeno resitev. lzraz (2) najprej
predelamo v vektorsko obliko

||x1a1+...+x,,a,,—b||2 (3)

kjer jea; = (a1,1,..-,am1)s---,an = (31,n,---53mn), b= (b1,..., bm).
Geometrijsko gledano je minimizacija izraza (3) ekvivalentna pravokotni
projekciji vektorja b na mnoZzico vseh linearnih kombinacij vektorjev
ai,...,a,. Poiskati moramo torej take skalarje xi, ..., x,, da je vektor
xi1ai1 + ...+ xpa, — b pravokoten na vektorje ag, ..., a,.
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Ce pravokotnostne pogoje
(xlal—i—...—i—x,,a,,—b,al) =...= <x1a1+...+x,,a,,—b,a,,> =0
razpisemo, dobimo sistem linearnih enacb

<a1,a1>x1 4+ ...+ (a,,,a1>x,, = <b, a1)

(a1, ap)x1 + ...+ (ap,ap)x, = (b,a,)

Posplosene resitve sistema (1) se torej ujemajo z obitajnimi resitvami
sistema (4).

Opomba: IzkaZe se, da je sistem (4) vedno re$ljiv. Enoli¢no je redljiv
natanko tedaj, ko so vektorji ai,...,a, linearno neodvisni. Kadar ni
enoli¢no redljiv, pois¢emo njegovo najkrajso reSitev. S temi vprasanji se
bomo ukvarjali na koncu drugega semestra v razdelku o psevdoinverzih.
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Preprost primer predolo¢enega sistema
Pois¢imo posploseno resitev 3 x 2 sistema

x=0, y=0 x+y=1
Sistem je ocitno neresljiv. Zapi§imo ga v vektorski obliki
(0,0,1) = (x,y,x+y) =x(1,0,1) + y(0,1,1)
Razliko leve in desne strani skalarno mnozimo z (1,0,1) in z (0,1, 1):

{x(1,0,1) +y(0,1,1) = (0,0,1),(1,0,1))
(x(1,0,1) + y(0,1,1) — (0,0,1),(0,1,1)) =

0
0.
Ko uredimo, dobimo sistem enacb

2x+y=1 x+2y=1
Obicajna resitev tega sistema je x = y = % To je potem tudi posplosena

reSitev prvotnega sistema.
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Regresijska premica in posploSitve
IS¢emo tako premico y = ax + b, ki se najbolje prilega danim to¢kam
(x1,%1), -y (Xmy Ym)-

Ce bi 8la iskana premica skozi vse dane tocke, bi koeficienta a in b
zados¢ala naslednjemu m x 2 sistemu linearnih enacb

ax1+b=y1 ... aAXm+b=ynm (5)

Seveda se pri m > 2 skoraj nikoli ne zgodi, da bi dane toke leZale na isti
premici. Zato se bomo zadovoljili s posploeno resitvijo sistema (5), ki jo
dobimo tako, da minimiziramo izraz

(ax1 + b—y1)2+ ...+ (axm + b — ym)? (6)

Opomba: Izraz (6) je enak d? + ...+ d2, kjer je d; := |ax; + b — |
razdalja med dano tocko (x;, y;) in to€ko (x;, ax; + b) na iskani premici.
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Izraz (6) predelamo v vektorsko obliko

la(xt, - s xm) + b1, ..., 1) = (vi, . ym) |2 (7)

Is¢emo taka a in b, pri katerih je izraz (7) minimalen. To je poseben primer
naloge o pravokotni projekciji to¢ke na parametri¢no podano ravnino v
R™. Vemo, da mora biti vektor a(x1,...,xm)+ b(1,...,1) = (y1,---,¥Ym)
pravokoten na vektorja (xi,...,xm) in (1,...,1). Ko razpi¥emo izraza

(a(x1, .o yxm) +b(L,...;1) = (1, s Ym)s (X215« o, Xm)) =0
(a(x1y- -y xm) +b(1,...,1) — (y1,---,¥m),(1,...,1)) =0

dobimo sistem dveh ena&b za a in b:

A )+ BEx) =
lfnl i=1 lzril_7 (8)
206) + bmo= 2y

Resitev tega sistema vstavimo v y = ax + b in dobimo iskano premico.
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Primer
Pois¢i premico, ki se najbolje prilega totkam (1,1), (2,-1),(3,0), (4, —1).
Najprej izratunamo

4

4 4
Sx¢=30, Y x=10, Y xyi=-5 > y=-1
i=1 i=1

i=1 i=1
in rezultate vstavimo v sistem (8). Dobimo sistem ena&b

30a+10b= -5, 10a+4b= -1

katerega resitev je a = —%, b = 1. Iskana premica je torej y = 1 — 0.5x.
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Opomba: Premici, ki se najbolje prilega danim to¢kam pravimo tudi
regresijska premica.

Opomba: Na podoben natin poistemo parabolo y = ax? + bx + ¢, ki se
najbolje prilega danim totkam (x1,y1), ..., (Xm, ¥m). ReSiti moramo sistem

afo‘+bZX;3+CZX,~2 = inz)’i
aZx?+be,2+CZX; = in)’i
aY +bd xi+cd 1 = Yy

Opomba: Podobno poi¢emo ravnino z = ax + by + ¢, ki se najbolje
prilega danim to¢kam (x1,y1,21), ..., (Xn, Yn, Zn). ReSiti moramo sistem

aZx,-z—i-be,-y,-—i-CZXi = inzi
aZx;y;+be,-2+CZ}/i = ZYIZI
aZX;—i—bei—i-CZl = Zzi

Tako nalogo dobimo, kadar treniramo perceptron.
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Perceptron je poenostavljen model bioloskega nevrona.

@ Dendriti prejmejo vhodne signale xi, ..., Xp.

@ Do telesa pride signal z = wyx1 + ... + wpx, + b, kjer so w;, b uteZi.

@ Akson poglje izhodni signal y = ¢(z), kjer je ¢ aktivacijska funkcija.

(Obitajno je ¢(z) =1, &e z > 0 in O sicer. Pri nas je ¢(z) = z.)

Radi bi nevron natrenirali tako, da se bodo dobljeni izhodi &¢imbolj ujemali
s pritakovanimi izhodi (X1,1,...,X1,n, Y1), -+, (Xm,1, - - - s Xm,n, Ym), Kjer je
m > n+ 1. I18¢emo torej take uteZi wy,...,w,, b, ki “resijo” sistem

Wixi1+ ...+ WpXip+b=y;, i=1,...,m.

Ty
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Poddolo&eni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enatb poddoloéen, ¢e ima manj
enalb kot neznank.

Trditev

Ce je poddologen sistem linearnih enacb resljiv, potem ima neskon&no
resitev.

Dokaz: To sledi iz naslednjih dveh rezultatov o homogenih sistemih.
@ Vsak poddolo¢en homogen sistem ima neskonéno reSitev.
o Ce je p reditev nehomogenega sistema in e je h reditev pripadajotega
homogenega sistema, potem je p + h resSitev nehomogenega sistema.

Opomba: Seveda se lahko zgodi, da je nehomogen poddolocen sistem

neresljiv. Recimo 2 x 3 sistem x+y+z=1,x+y + z = 2 je neredljiv.
Tudi 1 x 2 sistem 0x 4+ 0y = 1 je neresljiv.
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Kadar je poddoloden resljiv, nas pogosto zanima njegova najkrajsa resitev.

Geometrijsko gledano is¢emo pravokotno projekcijo izhodid¢a na presek
hiperravnin. Ponovimo najprej, kako to naredimo za eno hiperravnino.
I8¢emo presek hiperravnine (n,r) = b's premico r = tn, ki gre skozi
izhodi&Ce in je pravokotna na hiperravnino. Vstavimo drugo enalbo v
prvo in izrazimo t = <n€’n>. Torej je iskana najkrajsa resitev r = (n{’n>n.

Podobno pois¢emo pravokotno projekcijo izhodis¢a na presek dveh
hiperravnin (ny,r) = by in (na,r) = by. Naloge se lotimo v dveh korakih:

@ Pois¢emo ravnino, ki gre skozi izhodis€e in je pravokotna na presek
obeh hiperravnin. To je ravnina r = tjny + tono.

@ lzrac¢unamo presek te ravnine s presekom obeh hiperravnin. Ena¢bo
ravnine vstavimo v ena&bi hiperravnin in uredimo. Dobimo sistem

ti(ng,ny) + ta(ny,np) = by, ti{na,ng) + tr(nz, nz) = by,
Resimo po t; in t» in reSitev vstavimo v enacbo ravnine.

Enak postopek deluje tudi pri preseku ve¢ kot dveh hiperravnin.
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Primer iskanja najkrajse resitve poddolotenega sistema

Pois¢i najkrajo resitev sistema
2x—y+3u—2v = 1,

X+y+2u—2v
x+2u—-3v = -2

Il
o

Najprej sistem zapisemo v obliki
(ni,r) =1, (na,r) =0, (n3,r)=-2,
kjer je r = (x,y,u,v) in
ni=(2,-1,3,-2), np=(1,1,2,—-2), n3=(1,0,2,-3).

Resitev is¢emo z nastavkom r = tyng + thno + t3ng3.
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Dobimo sistem

18t; + 11t + 14t3 = 1,
11t; + 10t + 113 = O,
14ty + 11ty + 143 = =2,
katerega reSitev je
A 3 b 22 . 137
1— 4’ 2 — 197 3 = 76 .

Ko te vrednosti vstavimo v nastavek, dobimo

65 31 73 121

r=ting + tony + t3nz = (%7 76’ 76 %)-

To je iskana najkrajSa reSitev prvotnega sistema.

Opomba: Drug nalin reSevanja je, da sistem najprej reSimo in nato
projeciramo izhodis¢e na mnoZico resitev.
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