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Definicija in primeri matrik

Definicija matrike

Matrika velikosti m x n je urejena m-terica urejenih n-teric realnih Stevil,

torej element prostora (R")™. Namesto

A = ((al,la sty al,n)a ct (am,la ] am,n))
pisemo raje
aii ai,n
A= :
dm,1 dm,n

Opomba: Matrike velikosti 1 x 1 lahko identificiramo s skalarji.

Opomba: Matrikam velikosti m x 1 pravimo stolp&ni vektorji.
Matrikam velikosti 1 X n pravimo vrsti€ni vektorji. Tako stolp¢ne
kot vrsti¢ne vektorje lahko identificiramo z obi€ajnimi vektorji.
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Opomba: Stolp&nim vektorjem

dm,1 dm,2 am,n

pravimo stolpci matrike (1). Matriko (1) lahko zapi¥emo kot

ai1 ai2 al.n
A = ) b )
am,1 am,2 am,n
Vrstiénim vektorjem
[8171 317,7],[3271 327,,],...,[3,7,71 am,,,]

pravimo vrstice matrike (1). Na preseku i-te vrstice in j-tega stolpca
matrike (1) lezi (i,/)-ti element (=(/, j)-ti vhod) matrike (1).
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Operacije z matrikami

Produkt matrike s skalarjem je definiran po komponentah

a11 -.. din «aii1 ... Qain

L dm1 --- dmn i am1 ... Qdmnp

Tudi vsota dveh matrik enake velikosti je definirana po komponentah

ail1 ... din b1,1 PN b17,,
+ =
L aml --- dmn ] bm71 Ce bm,”
aii+biy ... aintbig
am,1 + bm,l -+« dmn + bm,n

Lastnosti teh dveh operacij so enake kot pri vektorjih.
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Produkt dveh matrik velikosti m x nin n x p

a1l ... din bl,l . b17p

dm1 --- dmn bn,l bn7p

je taka matrika C = AB velikosti m x p, katere (i, j)-ti element je

n
Gij =Y aikbi,
k=1
Torej je ¢;; ravno skalarni produkt i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca

matrike B. Definicijo ¢;; lahko zapisemo tudi takole

bl,j ,
[cjl=1[ai1 - ain| : = [ Zai,kbk,j]

k=1
by j
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Primer mnoZenja dveh matrik

ZmnoZimo matriki
1 2 : -1 1
A= [ 2 0 ] in B= [ 3 9 ] .

5 5 . -3 -2
(3 5] woms[ 2 2]

Velja

Torej ni vseeno, v kakSnem vrstnem redu zmnoZimo dve matriki.

Onovne lastnosti mnozenja matrik so
e (AB)C = A(BC),
e (A+B)C = AC + BC,
e A(B+ C)=AB + AC,
e (M)B = A(AB) = A\(AB),
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Transponiranka matrike A je taka matrika AT, da za vsak i in j velja:
(i,j)-ti element AT je enak (j, i)-temu elementu A. S formulo:

-
a1 ... din a1 ... dm
am1 --- amn atn --- amn

Primer transponiranja matrike

T 1 4
[1 2 3] _|35 s
4 5 6 B
3 6
Osnovne lastnosti transponiranja matrik so

o (AT)T = A,

o (AB)T = BTAT,

o (A+B)T =AT + BT,
o (MA)T = \AT.
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Ni¢elna matrika je taka matrika, ki ima vse elemente enake nic.
Oznatimo z 0, , ni¢elno matriko velikosti m x n. Kadar sta m in n
znana iz konteksta pidemo kar 0 namesto 0, ,. Velja:

o Ce k matriki A pridtejemo nitelno matriko enake velikosti, dobimo A.

@ Ce matriko A z leve ali desne pomnoZimo z ni¢elno matriko ustrezne
velikosti, potem dobimo ni¢elno matriko.

@ Ce transponiramo ni¢elno matriko, dobimo ni¢elno matriko.

Identi¢na matrika je taka kvadratna matrika, ki ima po glavni diagonali
same enke, drugod pa same niéle. ldenti¢no matriko velikosti n x n
oznacimo z I,. Kadar je n znan iz konteksta, pisemo kar / namesto /,,.

o Ce matriko A z leve ali desne pomnoZimo z identi&no matriko
ustrezne velikosti, potem spet dobimo matriko A.

o Ce transponiramo identi¢no matriko, spet dobimo identi&no matriko.
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Matri¢ni zapis sistema linearnih enacb
Sistem linearnih enacb

ayjixy + ... 4+ aipxp = b1

amix1 + ... + amnpXn = bm
zapisemo s pomod&jo matri¢nega mnozenja takole

a1l ... Adin X1 a11x1 + ...+ a1,nXn by

am1l --- amn Xn am1X1 + ...+ amnXn bm

Na kratko to zapisemo kot Ax = b, kjer je

ar1 atn X1 by
A = : s X = N b =
am1i --- amn Xn bm
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Matri¢ni zapis Gaussove metode

Spomnimo se, da sistem reSujemo z uporabo naslednjih treh tipov
elementarnih transformacij:

@ k eni od enacb lahko pristejemo veckratnik druge enalbe;

@ lahko zamenjamo vrstni red dveh enacb;

@ enacbo lahko pomnoZimo z neniéelno konstanto.
Poskusimo te transformacije zapisati z matrikami.

Definirajmo elementarne m x m matrike E; j(«), P;;j in E;(3) takole:

@ matriko E;j(a) dobimo tako, da v identi¢ni matriki /, k i-ti vrstici
pristejemo a-kratnik j-te vrstice;

@ matriko P;; dobimo tako, da v /;; zamenjamo i-to in j-to vrstico;
e matriko E;(3) dobimo tako, da v I, mnoZimo i-to vrstico z f3.

Primeri elementarnih 2 x 2 matrik

a=[ 1] pe=[5 5] =[5 ¢]
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Krajsi raun pokaZe, da lahko elementarne transformacije opisemo s
pomodjo elementarnih matrik takole:
© ¢Ce v sistemu Ax = b k /-ti enalbi pristejemo a-kratnik j-te enacbe,
potem dobimo sistem E; j(«)Ax = E; j(a)b;
@ ¢le v sistemu Ax = b zamenjamo /-to in j-to enatbo, potem dobimo
sistem P; jAx = P; ;b;
© ¢&e v sistemu Ax = b pomnoZimo i-to enaébo z 3, potem dobimo
sistem E;j(8)Ax = E;(5)b.

Gaussovo metodo lahko povemo takole: sistem Ax = b toliko &asa
mnoZimo z elementarnimi matrikami z leve, dokler ne dobimo sistema
A'x = b’, pri katerem je A’ reducirane stopnicaste oblike.

0...0[1 x...x 0 x...x 0 x...x 0
0...0 0 0...0/1 x...x 0 x...x 0
0...0 0 0...0 0 0...01/1 x...x 0
0...00 0...0 0 0...0 0 0...011

0..o000...0 0 O0...0O 0 O...00D0
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Matri¢ni zapis metode najmanjsih kvadratov
Kadar je sistem
Ax=Db (2)

neresljiv, pois¢emo tak xg, ki minimizira izraz
[Ax — b

Takemu xq pravimo posploSena resitev sistema (2).

Primerjajmo matri¢ni zapis zgoraj z vektorskim zapisom od zadnjic.
Ce so ay, ..., a, stolpci matrike A, potem je Ax = xja; + ...+ xpan.
lzraz ||x;a1 + ... + xpa, — b|| je minimalen &e je xja; + ...+ xpa, — b

pravokoten na ag,...,a,. Ce to razpisemo, dobimo
<a1, al> . <a1, an> X1 <a1, b>
(ap,a1) ... (ap,an) Xn (ap, b)

kar se v matri¢nem zapisu glasi AT Ax = ATb.
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Skicirali smo dokaz naslednje trditve. Bolj podroben dokaz je spodaj.

Trditev

Posplosene resitve sistema Ax = b so enake obicajnim resSitvam sistema

ATAx=ATb (3)

Opomba: Sistem (3) je vedno redljiv v obi¢ajnem smislu (v 2. semestru).
Opomba: V dokazu bomo vetkrat uporabili formulo (c,d) = c¢’d.

Dokaz: Naj bo xq tak, da AT Axg = ATb. Potem za vsak vektor x velja
(A(x — x0), Axg — b) = (A(x — x0)) " (Axg — b) = (x — x0) "AT (Axg — b)
kar je po predpostavki enako ni¢. Po Pitagorovem izreku odtod sledi

1A — b||* = [|A(x — x0) + Axo — b|* = [|A(x — x0)||* + || Axo — b]>

Odtod sledi ||[Ax — b|| > ||Axg — b||, torej xo res minimizira izraz ||Ax — bl|.
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Dokaz v nasprotno smer je nekoliko dalj$i. Recimo, da je xg posplo$ena

reditev sistema Ax = b. Torej za vsak x velja ||[Ax — b|| > ||Axo — b||.

Posebej za vsak z in t velja [|A(xo + tz) — b|| > ||Axo — b||. PokaZimo,

da odtod sledi, da sta ¢ := Axg — b in d := Az pravokotna.

Po predpostavki je ||c + td|| > ||c|| za vsak t € R. Ce (c,d) # 0, potem
c,

za tg := —<d’g>> velja tod # 0. Po definiciji ty je (c + tod,d) = 0, torej je
llc + tod||?> + || — tod||? = ||c||?, kar nam da protislovje ||c + tod|| < ||c]|.

Iz pravokotnosti ¢ in d sledi
(AT(Axg —b),z) = (AT(Axg — b))z = (Axg —b)TAz=c"d = 0.

Ce vstavimo z = AT (Axq — b), dobimo z = 0. Torej je AT Axg = A'b.
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Primer posplo3ene resitve sistema
Posplosena resitev sistema

10 N
01 [ ]: 0
11| LY 1
se ujema z obiajno resitvijo sistema
[101} (1)2 [x]_[lOl] 8
011 11 y 011
Ko zmnoZimo matrike, dobimo sistem

][]

ki ima reditev x = y = L. To je posplogena reditev prvotnega sistema.
y=3 Toj

v
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Primer - Regresijska premica v matri¢nem zapisu

Premico y = ax + b, ki se najbolje prilega totkam (x;,yi),i =1,...,m,
dobimo kot posploseno resitev sistema

X1

Xm

1

1

se pravi kot obi¢ajno resitev sistema

Ko zmnoZimo matrike, dobimo sistem

[Z;nzlxiz Doty Xi } [ a

Doy Xi

m

b

-

1

Ym

27;1 XiYi
Doty i

Y1

Ym

|
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Najkraj$a resitev sistema

Kadar je sistem
Ax=Db

neenoli¢no resljiv, nas zanima najkrajsa resitev, se pravi resitev z najmanjso
normo. Pokazali bomo, da najkrajso reditev dobimo z nastavkom x = ATy.

Trditev

Najkrajsa reditev sistema Ax = b je ATyq, kjer je yo poljubna reitev

AATy =b. (4)

Opomba: Da iz redljivosti sistema Ax = b sledi resljivost sistema
AATy = b bomo znali dokazati ¥ele v drugem semestru.
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Dokaz: Naj bo xg poljubna resitev sistema Ax = b in naj bo yg poljubna
refitev sistema AATy = b. Radi bi pokazali, da je ||xo > [|ATyol|.

PokaZimo najprej, da sta xg — ATyg in ATyg pravokotna. To sledi iz
(xo— ATyo,ATyo) = (xo — ATyo) "ATyo =
= (A(xo—ATy0))"yo=(b—b)"yo =0
Ce uporabimo Pitagorov izrek, dobimo

%o/l = IIxo — ATyo + ATyol* =
%0 — ATyoll> + AT yoll* > [|ATyol?

odkoder sledi Zelena neenakost
T
[[xoll > [IA" yol|

Opomba: iz dokaza sledi, da za poljubni refitvi y; in y; sistema AATy =b
velja [[ATyi|| = ||ATy2||, torej je res vseeno, katero reditev izberemo.
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Primer najkrajSe resitve sistema

Pois¢imo najkrajo resitev sistema

110 || -2
o1 1|[Y]7| o
Z
Pomagamo si z nastavkom
X 10
yl=1]11 [ ‘\: ]
z 0 1
Ko vstavimo nastavek v sistem in uredimo, dobimo nov sistem
2 1 ul | -2
1 2 v | 0

- . _ 4 o
katerega reSitev je u = —3, v =

WIN

v
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Najkrajsa reSitev prvotnega sistema je torej

X 10 u 10 _
y|=1]11 [v]: 11 [ ]:
z 01 01

Za konec naredimo primerjavo matri¢nega in vektorskega zapisa metode.
Sistem Ax = b lahko zapisemo kot

<l‘l1,X> = b]_ e (nm,x> = bm (5)

kjer so n; transponirane vrstice matrike A. ReSitev i¢emo z nastavkom

WIN Wi
WIN WIN W

X=yin + ...+ ymnNm (6)
Ko nastavek (6) vstavimo v sistem (5) in uredimo, dobimo sistem
(ni,n1) ... (ni,npy) yi by
(Nmyn1) ... (Np,np) Ym bm

ki se v matri¢nem zapisu glasi AATy = b. Potem je x = ATy.
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Inverz matrike
Inverz kvadratne matrike A je taka kvadratna matrika B, da velja

AB=BA=1.
Matrika ima lahko kve¢jemu en inverz. Ce sta namret By in By dva inverza
matrike A, potem velja AB; =1, Bi1A=1,AB, =1 in BbA =1, torej je
By = 1By = (B2A)By = By(ABy) = Byl = Bs.
Ce matrika A ima inverz, ga ozna¢imo z A~L. Nitelna matrika seveda nima
inverza. Zanimivo pa je, da inverza nimajo tudi nekatere neniéelne matrike.
Primeri matrik, ki nimajo inverza

Ce ima matrika A nitelno vrstico, potem nima inverza. Za vsako matriko
B ima namre¢ produkt AB tudi ni¢elno vrstico, medtem ko matrika / nima
ni¢elne vrstice. Torej je AB # | za vsak B.

Ce ima matrika A niteln stolpec, potem nima inverza. Za vsako matriko B
ima namre¢ produkt BA tudi ni¢eln stolpec, medtem ko matrika / nima
ni¢elnega stolpca. Torej je BA #£ | za vsak B.

v
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Primeri matrik, ki imajo inverz

Elementarne matrike imajo inverze. Velja namrel

_ _ . _ 1
E,"j(oc) & = E,'J(—Oz), PiJl = P,' i n E,(ﬂ) . = EI(B)
Primer
Ce imajo matrike Ay, ..., A, inverze, potem ima inverz tudi njihov

produkt. Velja namre¢

(Ar---A)T=A1.. 'Al_l‘

v

Inverze matrik lahko uporabimo pri reSevanju kvadratnih linearnih sistemov.

Ce Ax = b pomnoZimo z leve z A~, dobimo
x=Ix=(AA)x=A"1(Ax) = A" 'b.
Naredimo e preizkus
A(A™'b) = (AA )b =/b=h.
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Racunanje inverza z Gaussovo metodo

Matriko A razSirimo na desno z identi¢no matriko iste velikosti. Dobimo
matriko [A|/]. To matriko obdelujemo z elementarnimi transformacijami
po vrsticah toliko &asa, dokler levo od &rte ne dobimo bodisi matrike z
ni¢elno vrstico bodisi identi¢éne matrike. V prvem primeru matrika A nima
inverza, v drugem primeru, pa je inverz tisto, kar stoji desno od &rte.

Primer
Izraunajmo inverz matrike
1 2
A-[5 4]
Razsirjena matrika je
1 2 (10
=135 |0 1)
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Ce k drugi vrstici pritejemo z —3 pomnoZeno prvo vrstico, dobimo
1 2 1 0
0 -2 | -3 1|°

Ce drugo vrstico delimo s —2, dobimo

1211 0
o 1|3 -3

Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnozemo drugo vrstico, dobimo

Torej je

v
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Dokazimo sedaj, da ta metoda vedno deluje.
Naj bodo £, ..., E, take elementarne matrike, da ima matrika
S = E, - E1A reducirano stopnifasto obliko. Lo¢imo dva primera.

Ce ima matrika S niZelno vrstico, potem ni obrnljiva, saj ima potem tudi
matrika ST ni€elno vrstico za vsak T (glej prvi primer). Odtod sledi, da
tudi matrika A ni obrnljiva (uporabi drugi in tretji primer).

Ce pa matrika S nima niZelne vrstice, potem je enaka identi¢ni matriki.
Odtod sledi A=Y = E,--- E;. To pa je ravno tisto, kar dobimo na desni v

AN B BAE]S ... BI(E - BAE, - E]=[I|A"].

Spotoma smo dokazali, da ima matrika A inverz natanko tedaj, ko je
enaka produktu elementarnih matrik.
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