Upogib tanke opne na krozni zanki
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Osnovni pristopi pri matemati¢cnem modeliranju

@ Preprost opis problema.
@ Izpeljava (ustreznega) matematicnega modela.
@ Implementacija v primernem programskem okolju.

@ Preverjanje reSitev in izboljsave.
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Upogib opne

@ Kot primer si bomo ogledali modeliranje upogiba tanke opne,
napete na kroZzno zanko.

@ Predpostavili bomo, da na opno deluje zunanja sila (teze), ki je
lahko
» konstantna,

» sorazmerna z debelino opne,
> LAY
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@ Predpostavimo lahko, da zanka z radijem R leZi v ravnini xy in
ima sredis¢e v O(0,0).

@ Oznac¢imo z D notranjost kroga, ki ga omejuje zanka in z 0D
njegov rob (torej kroZnico z radijem R in sredis¢emo v O(0,0)).

@ Najbo u : DUJD — R funkcija, za katero je u(x, y) upogib opne
v to¢ki (x,y) € D.

o IzkaZe se, da mora u zados¢ati naslednjemu robnemu problemu:
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Au(x,y) = f(xy), (xy) €D ©)
u(x,y) =0, (x,y)€aD,
kjer je
u, Pu
dx?  dy?
Laplaceov operator in f zunanja sila na opno (pozitivna, vendar
smatramo, da deluje navzdol).

e IS¢emo torej tako dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo # na D, ki
zadosca pogoju (1), je na robu enaka ni¢ in je zveznana D UdD
(t.i. klasi¢na resitev robnega problema).

@ Resitev le redko lahko pois¢emo v zakljuceni obliki (razmislite
denimo o primeru, ko je f(x,y) = 0).
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@ Gleden na geometrija problema je smiselno uvesti polarne
koordinate

X =71cos¢,
y=rsing,

kjerje (r,¢) € [0,R] x [0,2 7).
@ Laplaceov operator se iz katrezi¢nih v polarne koordinate prepise
kot

19 [ v 1 o%v
ZXZ)(Y,(P) — ;:z;; 725; —F ;E'éiﬁi,

Kjerje v(r,¢) = u(x,y).
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o Ce predpostavimo, da je opna homogena, je problem krozno
simetri¢en. Torej za v reSujemo naslednji problem

Av(r,¢) = f(rcos¢,rsing), (r,¢) € (0,R) x (0,27) (2)
v(R,¢) =0, ¢€][0,2m).

@ Zaradi kroZne simetrije sta v in f neodvisni od ¢, torej je
v(r,¢) =:v(r)in f(rcos ¢, rsin¢g) =: f(r).

@ Problem (2) tako prepiSemo v

o (1) + %v’(r) — f(r), re[OR], o(R)=0. ®)
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@ V (3) prepoznamo navadni robni problem drugega reda.
@ Na videz ima samo en robi pogoj v(R) = 0.

@ Pogoj v'(0) = 0 sledi iz matemati¢no-fizikalnega razmisleka:
kroZno simetri¢na opna ima v sredini minimum.

@ V resnici torej reSujemo robni problem drugega reda z mesanimi
robnimi pogoji

o (r) + %z/(r) —f(r), re[O,R], o(R)=0,0(0)=0. (4
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Primer
Analiti¢no resimo robni problem

(1) + %z/(r) —1, re(01], »(1)=0, o/(0)=0.

Enacbo prevedemo na nehomogeno Eulerjevo enacbo drugega reda, katere

splodna resitev je )
o(r) = L logr + B.

4
Konstanti dolo¢imo iz robnih pogojev in dobimo
r2—1

o(r) = i

Opomba: Problem ustreza upogibu opne, kjer na opno deluje konstantna sila
velikosti 1.
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Numeri¢no reSevanje problema

@ Ker problema v sploSnem ne znamo reSiti analiticno, bomo

uporabili eno od numeri¢nih metod (metodo kon¢nih diferenc).

e Interval [0, R] razdelimo na n enako dolgih podintervalov.
Izberimo torej

rn:=0<n<mn< - <r,1<r,:=R,
kjer je
h:=riy1—r, i=01,...,n—1.

@ Izratunati Zelimo priblizke v; ~ v(r;),i =0,1,2,...,n — 1 (ne
spreglejte, da je zaradi robnih pogojev v, = v(R ) = O).
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o Ceje delilnih totk dovolj (# dovolj majhen), bomo diferencialni
enacbi v (4) priblizno zadostili, ¢e ji zadostimo vsaj v tockah r;,
i=0,1,2,...,n—1.

@ Uporabili bomo aproksimacije

o) o) | g =i

U/I(Vi) _ U(ri—l) -2 7;1(27’1') + 0(7’1'4_1) O(hz) Zhlzil + Ul+l

e Ko zgornje aproksimacije uporabimo v enacbi (4) in piSemo

f(r;) = fi, dobimo

h h .
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@ Prii = n — 1 moramo upostevati v, = 0, torej je

h
(1 — 27’71_1> Uy — 20y 1= hz fn—l-

Prii = 0 pa zaradi pogoja v'(0) = 0 sledi v_1 = v; in zato

—200 + 201 = h? fo.

@ Sedaj lahko zapiSemo sistem linearnih enacb za neznanke v;,
i=01,...,n—1:
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—2v9 + 201 = h? fo
=Y 20+ (14 2 o =12, =1, n—2
2ri i—1 1 21‘1' i+1 — fl/ — Ly

<1 - i > Uy2—20, 1= han,1

21’71,1

o Ker je sistem tridiagonalen, ga zapiSeno v “kompaktni obliki” in
reSimo s pomocjo funkcije resi3.m (glejte vaje).
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