Dokazi, da je zaporedje (ay,), navzgor neomejeno in narascajoce, kjer

je:
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1) Pokazimo, da je zaporedje (a,), navzgor neomejeno. a, je vsota
n + 1 ¢lenov, ki so po velikosti vsi vecji ali enaki ﬁ Naredimo lahko
oceno G, > ’i}l > y/n, in ker je zaporedje (1/n), navzgor neomejeno,
to velja tudi za zaporedje (a,),. Preostane nam, da pokazemo Se,
da je narascajoce. Videti zelimo, da velja a,,1 > a, za vse n € N.
[zracunamo
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Torej je res any1 > ap.

2) Najprej pokazimo, da je @41 > ap 0z. "/ (n 4 1)! > ¥/nl. Toda

"W (n+ 1)1 > Vn!
ln+ D" = (n+1)"(n)" > (n)"
S(n+1)" > nl

Torej je zaporedje res narasc¢ajoce. Pokazimo Se, da je navzgor neome-
jeno. Pa recimo, da ni, torej da obstaja M eN dajea,=vVnl <M

za vsak n € N, oziroma, ekvivalentno, -+ W < 1 za vsak n € N. Vidimo,
da je za vsak n > M:

ol M4l M2 M43 on

Mn M M M M’
kjer je C = ﬁ . %%% konstanta. Ker je zaporedje (% .
% e % -+ 47 )n Davzgor neomejeno, neenakost Vnl < M ne ve-

lja za vse n.

Naj bo (an), omejeno zaporedje, (b,), pa zaporedje z limito nic.
Pokazi, da ima zaporedje (anby,), limito nic.

Pokazali bomo, da ima zaporedje (|a,b,|), limito ni¢, iz ¢esar bo
takoj sledillo, da ima zaporedje (a,by), isto limito. Ker je zaporedje
(an), omejeno, to velja tudi za zaporedje (|a,|),, torej obstaja M € N,
tak, da je 0 < |a,| < M. Ce pomnoZimo vse strani vse neenakosti z
|b,,|, dobimo 0 < |a,b,| < M|b,| za vse n € N. Ker zaporedje(M|b,|)n
konvergira proti nic¢, to po pravilu o sendvicu velja tudi za zaporedje
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Izracunaj limite zaporedij!
(1) lim, oo (n?Vn2 +1 —n?)
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Ce Stevec in imenovalec delimo z n?, vidimo, da zaporedje ne konver-
gira, saj gre v neskoncnost.
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Izracunaj lim,, o ay,.

Ocenimo vrednost vsakega oklepaja, torej vrednost — Tk + ”J;kﬂ

zak=0,2,3,...,2n.
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Za vsak n je stevilo oklepajev enako n + 1, iz ¢esar sledi, da za vsak

n velja a, < "—Hm =:b,. Ker je lim, ,, b, =0 in je a, > 0 za

n
vsak n, sledi lim,,_,, a, = 0.
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Sledi, da od nekega N € N naprej velja a, 1 < %an zavse n < N.

Torej je 0 < ayyp < (g—g)ka]\;, in ker je limk%m(g—g)kan =0, velja

hmn—>oo Ap = hmk—mo AN k-

Dokazi, da zaporedje s splosnim clenom a,, = \/2 +\V/2+ V24

(n korenov) konvergira in izracunaj njegovo limito Ogledamo si nekaj
prvih ¢lenov zaporedja: ag, a1 = v/2,a2 = /24 /2. .. in ugotovimo,

da med njimi obstaja rekurzivna zveza a,.; = \/2 + v/2.

Najprej dokazemo, da je zaporedje narascajoce, torej da velja a, +
1 > a, za vsak n € N. To naredimo z indukcijo. Za n = 0 je ocitno res,
naredimo Se indukecijski korak: a,+1 = V2 + an, < V24 api1 = ania,
pri ¢emer uporabimo indukcijsko predpostavko.

Prepri¢ati se moramo $e, da je zaporedje navzgor omejeno. Se prej
izracunamo kandidata za limito x tako, da na obeh straneh enakosti
Uni1 = 2+ a, posljemo n v neskonénost in dobimo enakost z =
V2 4+ x. Kandidata za limito sta torej x1 = —1 in x5 = 2. Z drugimi
besedami: pokazali smo, da CE zaporedje (a,), konvergira, potem
konvergira bodisi proti —1 bodisi proti 2, toda dokazati moramo, da
zaporedje konvergira. Jasno je, da limita zaporedja ne more biti —1, saj
so vsi ¢leni pozitivni. Da se prepri¢camo, da je 2 limita zaporedja, lahko
z indukcijo po n pokazemo, da je a, < 2 za vsak n. Ker je, kot smo
pokazali, zaporedje (a,), narascajoce in navzgor omejeno, ima limito
in ta limita je enaka 2.

Dokazi, da je lim, ., /n = 1.

Ocitno je, da je {/n > q za vsak n € N. Pokazali bomo, da za vsak
e > 0 velja /n < 14 ¢€ oz. ekvivalentno, n < (14 ¢€)" za vse n od nekje
naprej. Spomnimo se na binomski izrek in ra¢cunamo

1+e"=>_ (Z)ek =1+ ne+ <Z>62+---+ne”1+e" > (Z)ez

k=0

Ocitno je, da za dovolj n ne velja n > @62 & 1 > 2212 gaj

2
zaporedje (“5+€?), navzgor neomejeno.

Torej res velja /n < 1+€ za vse dovolj velike n. Z drugimi besedami,
pokazali smo, da se za vsak € > 0 v intervalu (1,1 + €) nahajajo vsi
¢leni zaporedja od nekje naprej. To pa po definiciji pomeni, da je 1
limita zaporedja.



