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Linearnost determinante

PokaZimo najprej na primeru, da determinanta v splonem ni linearna.

Primer
Naj bo

A=lo o] 2=[o 1]
Potem je det(A+ B) =det/ =1 indetA+detB=0+0=0. Torej je
det(A + B) # det A+ det B
Naj bo sedaj C =/ in & = 2. Potem je det(aC) = 4 in wdet C = 2, torej

det(aC) # adet C

V nadaljevanju bomo pokazali, da je determinanta linearna v vsaki vrstici
in stolpcu.
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Trditev 1

Velja naslednja formula, ki ji pravimo linearnost determinante v i-ti vrstici:

= PBdet
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Dokaz formule (1): Razvijmo determinanto

A(B,v) =

po i-ti vrstici. Dobimo

n

ail

aj—1,1
Bbi1+yci1
di4+1,1

an,1

matrike

al,n

di—1,n
/Bbi,n + YCi.n
ai—l—l,n

an.n

detA(B,7) = D (1) (Bbik +cik)det Ak

k=1

= B> (-1)
k=1

Odtod sledi Zelena formula

k=1

det A(B,v) = Sdet A(1,0) + ydet A(0, 1)
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Zamenjava dveh vrstic v determinanti
V nadaljavanju bomo potrebovali naslednjo trditev:

Trditev 2

Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, se njeni determinanti spremeni
predznak. Se pravi det P; ;A = —det A.

Dokaz: Trditev velja za 2 x 2 matrike, ker je

41,1 41,2

a a a a
det [ 21 e22 ] = a1pay1 — a11dy = — det { bhoeL2 ] :

a1 ap

Predpostavimo, da trditev velja za (n — 1) x (n — 1) matrike, kjer je n > 3.

Vzemimo poljubno n x n matriko A in poljubna i in j, ki sta razli¢na.

Potem za poljuben k, ki je razlicen od i in j, lahko det P; ;A izratunamo
tako, da jo razvijemo po k-ti vrstici, upostevamo indukcijsko predpostavko,

izpostavimo —1 in upo$tevamo formulo za razvoj det A po k-ti vrstici.

Dobimo ravno — det A.
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Iz trditve sledi naslednja:

Posledica J

Ce ima matrika dve vrstici enaki, potem je njena determinanta enaka ni&.

Dokaz: Ce sta i-ta in j-ta vrstica matrike A enaki, potem je PijA=A.
Odtod sledi det P; jA = det A. Toda zgoraj smo dokazali, da je
det P jA = —det A. Od tod sledi det A = — det A, torej je res det A = 0.

Trditev 3

Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo vetkratnik druge vrstice, potem se
njena determinanta ne spremeni. Se pravi det(E; j(«)A) = det A.

Dokaz: Po Trditvi 1 in po Posledici je
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aj1+aaj ajn+ @ajn
det(E,'J(Oz)A) = det =

dj,1 dj,n
aj1 aj.n aj1 dj.n
= det : : + adet : : =
4,1 dj,n 4,1 dj,n

=detA+a-0=detA
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Gaussova metoda za ra¢unanje determinant

Gaussova metoda nam pove, kako dano matriko s pomoé&jo elementarnih
vrsti¢nih transformacij prevedemo na reducirano vrsti¢no stopniasto

formo. Da bi to metodo uporabili za racunanje determinant, potrebujemo
odgovora na naslednji vprasanji:

o Kako elementarne vrsti¢ne transformacije vplivajo na determinanto?

@ Kako izratunamo determinanto reducirane stopnidaste vrsti¢ne forme?

Na prvo vprasanje smo Ze odgovorili v prej$njih razdelkih.
Trditev

o Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo vetkratnik druge vrstice, potem
se njena determinanta ne spremeni.

o Ce v matriki A zamenjamo dve vrstici, potem se njeni determinanti
spremeni predznak.

o Ce v matriki A eno vrstico pomno¥imo z 3, potem se tudi njena
determinanta pomnoZi z 3.

v
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Ker je reducirana vrsti¢na stopniasta forma vedno zgornje trikotna,
dobimo odgovor na drugo vprasanje iz naslednje trditve:

Trditev
Determinanta zgornje trikotne matrike je enaka produktu elementov na
njeni glavni diagonali.

Dokaz: Ce vetkrat uporabimo formulo za razvoj po prvem stolpcu, dobimo

a1 4d1,2 ... din
a2 ... an
0 a2 ... axn ) )
det . . . . = ay,1 det : . : =
: : . : 0 3
0 0 ... apn mn
da33 ... 4a3p
= a1,1a2.2 det . =...=a11a22 - ann-
0 ann
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Primer

S pomoc&jo Gaussove metode izralunaj determinanto matrike

1 21 2
2 01 -1
A= -1 11 -1
0 2 2 1

S transformacijama £ 1(—2) in E31(1) dobimo

1 2 1 2
0 -4 -1 -5
det A = det 0 3 9 1
0 2 2 1
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S transformacijama E3»(32) in Es2(3) dobimo

1 2 1 2

det A = det 8 04 _51 _‘i

i 3

00 5 -3

S transformacijo E4,3(—g) dobimo

1 2 1 2

det A = det 8 _04 _51 _‘i

4 4

o0 o0 2

Formula za determinanto zgornje trikotne matrike nam da

59
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Determinanta produkta matrik

Dokazimo, da je determinanta produkta enaka produktu determinant.

Izrek o determinanti produkta matrik

Za poljubni kvadratni matriki A in B velja det AB = det A det B.

Dokaz: Ce v formule

det(E; j(a)B) = det B,
det(P,-JB) = —det B, (2)
det(E;(8)B) = S det B

vstavimo namesto B identi¢no matriko, dobimo

det(Eija)) = 1,
det(P,-J) = -1, (3)

det(Ei(8)) = 8.
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Iz formul (2) in (3) sledi

det(E,-J(a)B) = det E,'J(CM) det B,
det(P,-’jB) = det P,"j det B, (4)
det(E;(8)B) = det E;(3) det B.

Torej formula det AB = det Adet B velja, ko je A elementarna matrika.

Formula det AB = det Adet B velja tudi v primeru, ko ima matrika A v eni
vrstici same nicle, saj ima potem tudi matrika AB v isti vrstici same nicle,
torej je det A = det AB = 0, kar vidimo iz razvoja po tej vrstici.

Lotimo se sedaj splosnega primera. Po Gaussu obstajajo take elementarne
matrike Eq,..., E,, da ima matrika S = E,, - - - E1 A reducirano vrsti¢no
stopni¢asto obliko. Lo¢imo dva primera.
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Ce ima matrika S nitelno vrstico, potem velja
det E,---det E; det AB = det(E,--- E1A)B = det SB = 0,
detE,---det Eydet A=detE,--- EfA=detS = 0.

Po krajsanju dobimo det A = det AB = 0. Sledi det AB = det Adet B.

Ce pa matrika S nima nicelne vrstice, potem je S = /. Odtod sledi, da je

detE,---det E; det AB = det(E,--- E;A)B = det IB = det B,
detE,---detEidetA=detE, - - E1A =det/.

Drugo formulo pomnoZimo z det B in primerjamo leve strani obeh formul.
Po krajsanju spet dobimo det AB = det Adet B.
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Determinanta obrnljive matrike

Kako z determinanto preverimo, ali je matrika obrnljiva?

Izrek o determinanti obrnljive matrike
Kvadratna matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0. J

Dokaz: Ce je matrika A obrnljiva, potem obstaja taka matrika B, da velja
AB = I. Ce na obeh straneh uporabimo determinanto, dobimo

det A det B =det AB =det/ = 1.

Odtod sledi, da je det A # 0.

Recimo sedaj, da je det A # 0. Izberimo take elementarne matrike
Ei,...,E,, daje S:=E,--- E1A reducirana vrsti¢na stopnifasta forma.
Ker so elementarne matrike obrnljive, imajo neni¢elne determinante.

Po predpostavki det A # 0 odtod sledi, da je det S £ 0. Torej S ne more
imeti ni¢elne vrstice. Odtod sledi, da je S = /. Torejje A= E;'... E; !
obrnljiva matrika.
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Determinanta transponirane matrike
Ce matriko transponiramo, se njena determinanta ne spremeni.

Izrek o determinanti transponirane matrike

Za vsako kvadratno matriko A velja det AT = det A.

Dokaz. Najprej opazimo, da izrek velja za elementarne matrike:

@Iz P,-Z- = P;; sledi det P,-Z- = det P; ;.

o Iz £i(B)T = Ei(B) sledi det E;(B)T = det £;(3).

o Iz £ j(a)" = Eji() sledi det E; j(a) T = 1 = det E; j().
Izberimo take elementarne matrike Eq,...,E,, daje S:= E,--- E1A
reducirana vrsti¢na stopnicasta forma. Lo&imo dva primera:

o Ceima S nitelno vrstico, potem ima S7 niteln stolpec, torej je
det ST =0 =detS.

o Ce je S =1, potem detST =1 =detS, ker je IT=1.
Torej je v obeh primerih det ST = det S.
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Ker je determinanta produkta produkt determinant, velja

det S = det(E, - - - E1A)
—detE,---det £; detA

detST = det(Ep - -- ElA)T
=det(ATE - ET) =
—det AT det £/ ---detE]
1z (5) in (6) sledi
det AT = det A
ker je det ST =det S in detEiT =detE; #0zavsak i=1,...,n.
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Determinanta blo¢no trikotne matrike

Kvadratna matrika je blo€no zgornje trikotna, e je oblike

11 ... dlm b1’1 N b17n

am1l --- amm bmi ... bmn | | A B
0 NN 0 1,1 -+« Cin 0 C
0 - 0 Cnl --- Can

Izrek o determinanti blo¢no zgornje trikotne matrike
Za vsako blo¢no zgornje trikotno matriko velja

det[0 c

A1 } =detAdetC
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Dokaz: Najprej opazimo, da velja

tHRE e

A B | 0 A B
det{O C]:det{o C}det[o l]

Dokazimo sedaj, da je

A B A 0
det[0 I]—det[o I}

Odtod sledi

S pomogjo elementarnih tranformacij tipa E; j(«) lahko namre¢ eno
matriko prevedemo na drugo. Natanéneje

o 7]=ele 7]
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kjer je
E = El,m+1(b1,1) o Em,m—l—l(bm,l)El,m—i—n(bl,n) o Em,m—l—n(bm,n)

Z vekratno uporabo razvoja po prvi vrsti dobimo.

Im 071 In—1 0| _ h 0| _
det[0 C}—det[ 0 C]—...—det[o C}—detC
Z vetkratno uporabo razvoja po zadnji vrsti dobimo
A0 A 0 A O
det[ 0 I, ] —det[ 0 I, ] —...—det[ 0 K } =detA
Torej je

A B | I, 0O A 0|
det[0 C]—det[o C]det[o In]—dethetA
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Primer

2 3 4 5
8 9 10 11
0 13 14 15
0 17 18 19
0 0 0 21
0 0 0 23

det

O o oo N

1 2 13 14
—det[ ]det[17 18

7 8

6
12
16
20
22
24

13 14 15
1 2 17 18 19
_det[7 S}de 0 0 21
0 0 23

Jaee| 55 53 | = cor-ax-2

16
20
22
24

= 48

Opomba: Podobna formula velja tudi za spodnjetrikotne matrike

[3 2]

B C

AOT_thTBT_
B c| o c"|”

—det AT det CT = det A det C
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Schurov komplement
Zanima nas ali se da formulo

a b
det[c d]—ad—bc

posplositi na primer, ko so a, b, ¢, d matrike. Odgovor ni preprost.

Trditev
Naj bodo A, B, C in D matrike velikosti m x m, m x n, n X min n X n.

o Ce je matrika D obrnljiva, potem velja

det [ A B ] = det D det(A — BD71C)

c D

o Ce je matrika A obrnljiva, potem velja

det [ A B ] = det A det(D — CA™'B)

¢ D
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Dokaz: Ce je matrika D obrnljiva, potem velja

A Bl [A-BD'C B[ In O
C D] 0 D||DC I
Odtod sledi, da je
det| A Bl gt A—BDIC B_det Im 0O
C D] 0 D | D-ic I,

= det(A— BD71C) det D det I, det I,

Ce je matrika A obrnljiva, potem velja

ABl [ In O0][A B
C D| |CAY I,|]|0 D-CA'B
Odtod sledi, da je
A B Im 0] A B
det[ c D } _det[ CA 1, | det[ 0 D—CA—lB}
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