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Vsebina 10. predavanja

V tem predavanju obravnavamo eksplicitne re$itve sistemov homogenih
linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti

x = Ax
oziroma
X1 = aixy+apxe+ - anXy
Xp = agixy+axxe+ - aXy
Xp = apmx1+amxe+ - annXn.

Obravnavamo tudi vse moZne primere linearnih dinami¢nih sistemov na ravnini,
lastnosti toka in fazni portret v odvisnosti od Jordanove forme matrike sistema,
ge posebej od njenih lastnih vrednosti.

Spoznamo pojem stabilnega, nestabilnega in centralnega podprostora sistema.



Norme matrik

V dokazih bomo uporabljali katerokoli od t.i. naravnih norm ||A|| kvadratnih
matrik A = (aj;)7;_;, za katere velja:

° [[A+ B[ <[lA[l+[IB].
o [[AB]| < [A]l-[IB].
o |Ax| < ||A| - |x| za vsak x € R".

Dva naravna kandidata sta Evklidska norma
2 g 2
Az =) laijl
ij=1
in operatorska norma
|Allop = sup{|Ax| : x € R", |x| = 1}.

Z uporabo Cauchy-Schwarzove neenakosti ni tezko videti, da za vsak
i,j=1,...,nvelja

|3ij] < [Allop < [ Alle < v/nl|Allop-



Konvergenca matri¢nih vrst

Odtod sledi naslednja trditev za katerokoli od zgornjih dveh norm.

Vrsta Y17 [|Akl| < +oo konvergira natanko tedaj, ko vrsta Y32 Ay
konvergira absolutno po komponentah (to je, Y& [(Ak)i j| konvergira za vsak
i,j=1,...,n). Vtem primeru pravimo, da vrsta } ;> ; A konvergira
absolutno.

Podobno lahko dobimo izreke o &lenskem odvajanju in integriranju matriénih
funkcijskih vrst. Odvod matritne fukcija A(t) = (a;;(t)) je definiran po
komponentah: A(t) = (4;;(t)). Potrebovali bomo naslednjo trditev.

Denimo, da matri¢na potenéna vrsta Y3 o AxtX konvergira na |t| < r. Potem
na tem intervalu (ali krogu, ¢e je t kompleksna spremenljivka) velja

d & P k—1
E}(;)Akt =Y KA tf Tt

k=1




Fundamentalna reditev

lzrek

Naj bo A konstantna n X n matrika. Zaletni problem

x = AXx, x(0) = xog

ima resitev

Matri¢na funkcija ®(t) = e je fundamentalna regitev sistema za ty = 0.

Dokaz Matri¢na eksponentna vrsta za ®(t) = e konvergira absolutno za
vsak t € R, kar vidimo iz
o [t< ik A
Je)] < Y Al = 1Al < o
k=0 "
O¢itno je ®(0) = Id. Clensko odvajanje vrste za ®(t) nam da
00 ktk71 00 tkfl

; _ k _ k=1 _
@(t)_k; T A _Ak;(k_l)!A AD(t).




Razvoj matri¢nega binoma

Naloga: PokaZi s primerom, da enacba

v sploSnem ne velja za kvadratni matriki A, B dimenzije n > 1.
Enacba pa velja v primeru, ko matriki komutirata, AB = BA. V posebnem

torej velja
e(5+t)A — eSAtA — otAgSA

Navodilo: uporabi Cauchyjev produkt vrst kot v primeru, ko sta A in B Stevili.
Bistveno je, da za vsak par komutirajoih matrik A in B velja binomska formula

" /n
A+B)" = Akpgn—k.
arer=y (})
Ce A in B ne komutirata, ta formula v splonem ne velja.

Naloga: Poka%i, da je ®(t) = e(t~©)A fundamentalna regitev sistema

d(t) = AD(1), D(ty) = 1d.



Resitev nehomogene enacbe

Partikularno resitev nehomogenega sistema
x = Ax + f(t)
s konstantno matriko A dobimo s formulo
x(t) = /Ot (=94 (s) ds.

Splosna formula za partikularno reditev je namre&

x(t) = (/Ot<I>(t)<I>(s)71f(s) ds,
kjer je ®(t) fundamentalna reitev
d(t) = A(t)®(t), @(0)=1.

V primeru konstantne matrike A je ®(t) = e in



Sistemi z diagonalno matriko

Oglejmo si najpreprostejsi primer, ko je matrika A diagonalna:

Ay O -~ 0
0 Ay - 0

A= | . . = diag(A1, ..., An).
0 0 - A,

Stevila A; so njene lastne vrednosti. Pripadajogi sistem
X = MpeXk, k=1,...,n
sestoji iz n med seboj neodvisnih enaéb. V tem primeru je
Ak = diag (/\’f e Aﬁ) , d(t) = et = diag (e)‘lt, A e/\"t> .
Za vsak vektor ¢ = (ci,...,cy) T € R” je funkcija
x(t) = ®(t)c = (cle)‘lt, . cne/\"t)

reditev problema x = Ax, x(0) =c.



Uporaba Jordanove normalne forme

Vsaka n X n matrika je konjugirana neki Jordanovi matriki J,

A=P-J- P71

kjer je P obrnljiva matrika (v splo¥nem kompleksna) in je

s 0 -~ 0
0 ,h - 0
J= ] = diag(J1,...,Im)
0 o0 Im
A1 0 0
0 A 1 0
Ji= Jordanov blok
0 O A1
0 O 0 A

Opomba: Lastna vrednosti A; in matrika P so lahko kompleksne!



Uporaba Jordanove normalne forme

Naj bo
A=PJPL
Tedaj je
A2 = (PP~ Y2 =pyp~l.pypl = ps2pL.

Z indukcijo dobimo
Ak = pjkp~1, k € N.

Odtod dobimo fundamentalno resitev

RE N St ) oot t) p-1
d(t)=e :ZFPJP =P ZFJ plt=pept
k=0 " k=0 "

Z uvedbo nove spremenljivke
x = Py, y =P x
spremenimo sistem x = Ax = PJP " Ix v

Py=Ply <— y=Uy.

Torej zado$€a obravnavati sisteme z Jordanovo matriko.



Redukcija na Jordanove kletke

Nadalje imamo
J =diag(J1,...,Im)

kjer so J; Jordanove kletke. Potem je
et = diag (e”l, - eUm> , teR

Naj bo sedaj J Jordanova kletka dimenzije n z lastno vrednostjo A:

A1 0 -+ O o1 o0 - 0
oA 1 .- 0 oo 1 --- 0
J=MAN= o =
o o0 --- Al 0o 0 --- 0 1
o 0 .- 0 A 0o 0 --- 0 o0

Potenca Nk matrike N ima enice na k-ti naddiagonali in ni¢le drugje; za k > n
je Nk = 0. Pravimo, da je matrika N nilpotentna.



Sistem z Jordanovo kletko

Odtod dobimo

2
tN =2 n—1
= | N+ —N N
e TN SN o
f2 tnfl
) 11
=
01 ¢t o
0 0 1 t
0 0 0
Ker je
J=A+N

in matriki A/ in N komutirata, sledi

O(t) = et — ot(M+N) _ JtA tN _ At N

S tem smo nasli eksplicitno fundamentalno resitev (v splo¥nem kompleksno) za
poljuben sistem x = Ax s konstantno matriko A.



Uporaba lastnih in korenskih vektorjev

V praksi je pogosto ugodneje, e direktno uporabimo lastne in korenske vektorje
matrike A. Naj bo v lastni vektor z lastno vrednostjo A. Tedaj je funkcija

x(t) = eMv,  x(t) = AeMv = Ax(t)
reditev sistema z zaletno vrednostjo x(0) = v.

Ce je A = a+ib kompleksno Stevilo in v = vy + ivy pripadajoti kompleksni
lastni vektor, je

x(t) = eMv = e<a+ib>t(v1 +ivp) = ! (cos(bt) +isin(bt)) (v1 +iva).

Ker je A realna, je tudi A = a — ib lastna vrednost A z lastnim vektorjem
V = vj — ivp in pripadajo&a lastna funkcija je

x(t) = eMv = et (y; —ivy).
Ti dve kompleksni reSitvi lahko nadomestimo s parom realnih resitev

Rx(t) = e (cos(bt)vy —sin(bt)vy),
Sx(t) = e (sin(bt)vy + cos(bt)vy).



Resitve v lastnih smereh matrike

Ce ima R" bazo V1i,...,Vp lastnih vektorjev matrike A z lastnimi vrednostmi
A1, ..., An, je splosna reSitev enaka
n
x(t, €1,...,¢cn) = Z cje’\ftvj
Jj=1
za poljubne konstante ¢y, ..., c, € R. To ustreza primeru, ko je matrika A

diagonalizabilna.

Skoraj vsaka matrika je diagonalizabilna. V posebnem je taka vsaka simetri¢na
matrika in vse njene lastne vrednosti so realne.

Morebitne kompleksne resitve (v primeru kompleksnih lastnih vrednosti) lahko
nadomestimo z realnimi reSitvami, tako da vzamemo njihove realne in
imaginarne komponent.



Resitve na korenskem podprostoru

Oglejmo si e primer, ko je A lastna vrednost z lastnim vektorjem v = vy in
pripadajolimi korenskimi vektorji vo, ..., vj:

Avi = Avy, Avo = Avo vy, ..., Avg = Avg v,

V tej bazi podprostora E = span{vi, ..., vg} C R" je A predstavljena z
Jordanovo kletko. Pripadajoce reSitve so

x1(t) = My
xo(t) = eM(vp+tvy)
t2
X3(t) = M <V3 + tvo + Evl)
xe(t) = M (ve+tv —l—---—l—iv
K = Kkt tveg Bk

V primeru kompleksne lastne vrednosti A dobimo tudi ustrezne
konjugirano-kompleksne resitve in jih nadomestimo z njihovimi realnimi in
imaginarnimi komponentami.



Preverba

Preverimo:
At t2 t_j*l
Xj(t) = e Vj+ij71+?Vj72+"'+mV1
2 J—-1
. . A t t
Xj(t) = M (A(Vj +tvj_1 + EVJ',Q R mvl)
=2
+ V-1 + th—Q +---+ WV1>
At t2
AXj(t) = e (()\Vj + Vj_1) + t(/\Vj_l + VJ'_Q) + ?()\VJ‘_2 + Vj_3) +

ti—2 A t-1 N
CF Gt "1)

Ce ¢lene v vsoti za )'(J-(t) preuredimo po potencah spremenljivke t, dobimo
Elene v vsoti za Ax;(t). Zato je x;(t) = Ax;(t).



Homogeni linearni sistemi na ravnini IR?

Ogledali si bomo vse moZne primere obna%anja linearnih sistemov s konstantno
matriko na ravnini R2.

Naj bo A realna 2 x 2 matrika. Za njeno Jordanovo normalno formo J so
moZni naslednji trije primeri.

o J:(Al 0), M. As € R.

0 Ao
(2] J:(g }\) AER.
o J:(atlb afib), abER, b+£0.

Oglejmo si resitve linearnega sistema
x = Jx

v vseh treh primerih. Pri Studiju kvalitativnega obnaSanja reSitev moramo
logevati podprimere glede na predznake lastnih vrednosti, oziroma predznak
realnega dela a = RA v primeru kompleksne lastne vrednosti.



Primer 1: diagonalna matrika, realni lastni vrednosti

Naj bo

/A0
J= (0 A2), A1, A2 € R.

Resitve problema x = Jx so

At Aot

Xl(t) = cC€ Xz(t) = e

Zado¥&a obravnavati reSitve v zaprtem prvem kvadrantu x; > 0, x» > 0;
njihove zrcalne slike preko obeh koordinatnih osi so prav tako tokovnice.

Primer 1A: A; >0, Ay > 0. Oznatimo y = Az/A; > 0. Tedaj je
xa(8)] Fxa(t) = a1 | el FMIRIE < ey | THey.
Funkcija u(x1, x2) = |x1| #x2 je prvi integral sistema in tokovnice so grafi
xp=c |x|t, ceR

Prav tako sta tokovnici oba poltraka vsake od koordinatnih osi.

Izhodi¥¢e (0, 0) je odbojna negibna totka. Pri t — 400 se vsaka totka
(x1(t), x2(t)) z zaketno pozicijo (x1(0), x2(0)) # (0,0) oddaljuje proti oo, pr|
t — —oo pa se priblizuje (0,0). Vsa ravnina je nestabilni prostor, £, = R.



Primer 1: diagonalna matrika, realni lastni vrednosti

Primer 1B: A1 <0, Ay < 0. Ta primer ima isti fazni portret kot primer 1A, le
da je smer toka na vsako tokovnici obrnjena. IzhodisZe (0,0) je sedaj privla&na
negibna totka toka. Pri t — +oo gre totka (x1(t), x2(t)) s poljubno za&etno
pozicijo proti (0,0). Vsa ravnina je stabilni prostor, Es = R

Primer 1C: A; >0, Ay < 0. Oznaéimo u = —A2/A; > 0. Kot prej vidimo, da
je funkcija u(x1, x2) = |x1|#xo prvi integral sistema. Tokovnice so hiperbole

|x1|¥x2 = konst., p=—Aa/A1>0.

Na desni polravnini x; > 0 se tok na vsaki tokovnici pomika na desno, na levi
polravnini pa na levo. Za vsako zaZetno pozicijo z x1(0) # 0 gre prva
koordinata x; (t) proti 400, odvisno od znaka xj(0). Druga koordinata x(t)
gre vselej proti 0, ko t — +oco.

Koordinatna xp-os se imenuje stabilni podprostor sistema, E; = {x; = 0}, saj
je invarianten za tok in se le-ta pribliZuje izhodis¢u, ko gre t — +o0.

Koordinatna x;-os pa je nestabilni podprostor sistema, E, = {x = 0}, saj je
invariantna za tok in le-ta se na njej pribliZuje izhodis¢u, ko gre t — —oc.

Sistem z nasprotno predzna&enimi lastnima vrednostima (ena pozitivna in
druga negativna) se imenuje hiperboliten.



Primer 1: diagonalna matrika, realni lastni vrednosti

Primer 1D: Ay # 0, A» = 0. Sistem je
X1 = Ax1, X = 0.

Tok je

Alt, Xz(t) = 0.

Tovnice so desne in leve polovice premic xo = ¢ (prekinjene so pri x; = 0, torej
na xp-osi). V tem primeru se xp-0s imenuje centralni podprostor,

x1(t) = e

E.={x1 =0} ={0} xR,
saj tok na njej miruje.

Ce je A1 > 0, potem se vsaka tokovnica izven xp-osi (c1 # 0) oddaljuje v oo,
ko t — o0, ter se pribliZuje xp-osi, ko t — —co. Tedaj je

Ep={x =0} =R x {0}.
Pri A1 < 0 dobimo ravno obratno sliko in je Es = R x {0}.

Primer 1E: A1 = Ay = 0. V tem primeru tok miruje, vsaka tokovnica je tocka.
Centralni podprostor je celotna ravnina, E. = R?.



Primer 2: Jordanova kletka

Jordanova matrika
J= Al AeR
—\0 A)

ustreza sistemu
X1 = Ax1 + xo, X0 = Axo.

Formulo za resitev z zaletnim pogojem (ci, cz) Ze poznamo:

xa(t)) _ e (18) fa) _ e (atat
x2(t) 0 1 (e} (e} ’
Konstruktivno (brez uporabe formule) jo najdemo tako, da najprej re$imo drugo

enatbo, ki je neodvisna od xj, dobimo xp(t) = e, nato pa to funkcijo
vstavimo v prvo ena&bo in dobimo nehomogeno linearno enatbo za x; (t):

X1 = AXl(t) + C2e)\t.

Regitev najdemo z nastavkom x;(t) = C(t)e (variacija konstante).



Primer 2: Jordanova kletka

Primer 2A: A = 0. Tokovnice so premice
Xl(t) = c1 + oo, Xg(t) = 0.

Na xj-osi tok miruje. Pri vrednosti x2(t) = ¢ > 0 se totka pomika na desno s
hitrostjo ¢, pri ¢z < 0 pa se pomika na levo s hitrostjo |cz| = —cp. Vsa ravnina
je centralni podprostor, E. = IR?, saj sta obe lastni vrednosti matrike enaki 0.

Primer 2B: A < 0. Sedaj je pri t — Fo0o dominanten &len e. Vse tokovnice
gredo proti (0,0) pri t — +oo. Izhodi¥€e (0, 0) je torej privlatna totka in
stabilni podprostor je Es = R?. Pri t — —oo pa se vse tokovnice izven (0,0)
oddaljujejo v neskonénost.

Premica x, = 0 (x1-0s) sestoji iz treh trajektorij (oba poltraka ter totka (0,0)),
torej je invariantna mnoZica toka.

Za ¢y # 0 (zaletna totka leZi izven xj-osi) imamo

alt) _a,eoe
XQ(t‘) Co




Primer 2: Jordanova kletka

Prva komponenta in njen odvod sta

x(t) = e)‘t(cl + oot),
x(t) = e)‘t(/\(cl +ot)+ o) = eM(Aey + @ + Aort).
Odtod vidimo, da vsaka trajektorija s ¢ > 0 vstopi v prvi kvadrant pri €asu
to = —c1/cp in tam ostane za vse t > tg, pri €asu
o AC1+C2*t 1>t
1= N Ty

obrne xj-smer in se pri t — oo asimptoti¢no priblizuje xj-osi (ker je
x2(t)/x1(t) — 0) in to¥ki (0,0) z desne. Nobena trajektorija na zgornji
polravnini se ne pribliZuje negativnemu delu xi-osi.

Za trajektorije na spodnji polravnini (zaketni pogoj ¢» < 0) velja ravno
nasprotno: pri velikih t > 0 je x1(t) < 0, xy(t) > 0, zato se trajektorija
asimptoti¢no priblizuje xj-osi in to¢ki (0,0) z leve. Nobena trajektorija na
spodnji polravnini se ne pribliZuje pozitivnemu delu xj-osi.

Primer 2C: A > 0. Imamo podoben fazni portret in dinamiko kot v primeru 2B
pri obratu &asa t — —t. Izhodi¥te je sedaj odbojna totka in E, = R?.



Modificirana Jordanova kletka

Ce bi namesto standardne Jordanove kletke obravnavali sistem z matriko

_ (A H
J_<O A)' AuneER,

v limitnem primeru i = 0 dobimo reSitve

(a(t), x(t) = V(a1 @)
in fazni portret sestavljajo premice skozi izhodis¢e.

Pri vseh u % 0 (tudi majhnih) pa dobimo fazni portret, podoben tistemu z

u =1, le da za spremenjene vrednosti konstant v reSitvah. Pri prehodu y — 0
se klju¢ne spremembe dogajajo pri vedno vegjih £t (odvisno od znaka A), torej
v vedno manj3ih okolicah toke (0,0).

Na tem primeru vidimo, da se pri majhni spremembi parametra y v
sistemu pri ;1 = 0 njegov fazni portret kvalitativho spremeni.

Kljub temu, da so resitve zvezno odvisne od parametrov, se njihovo
globalno obnaSanje pri t — +oo lahko nezvezno spremeni. Gre torej za
nestabilnost sistema (bifurkacije) pri majhnih perturbacijah.



Primer 3: Kompleksna lastna vrednost

Sedaj je
A0 .
J= 0 1) A=a+ib, a,b€R, b#0.

Ta matrika je konjugirana realni matriki

a —b

b a )’
Ce oznatimo koordinate na ravnini z (x, y) in uvedemo kompleksno
spremenljivko

z=x+1iy €C,
lahko prirejeni sistem diferencialnih ena&b za x in y:
X = ax — by, y = bx+ay

zapiSemo v kompleksni obliki
z=Az.



Primer 3: Kompleksna lastna vrednost

Njena regitev je z zaketnim pogojem z(0) = zg = ¢o + iy je

z(t) = éeMz
eat+ibt(

¢ +ic1)
e (cos(bt) +isin(bt))(co +icy)
= e (cos(bt)cy —sin(bt)cy + i(sin(bt)cy + cos(bt)cy)).

V realnem zapisu in upostevaje z(t) = x(t) +iy(t) dobimo
(i) = () ~omiee) ()

/o= (S onid)

predstavlja rotacijo na R? za kot t v pozitivni smeri.

Matrika



Dinamika sistema s kompleksno lastno vrednostjo

Sedaj lahko opi¥emo dinamiko resitev in fazni portret sistema.

Primer 3A: a = RA = 0.

Tokovnice so krozZnice s sredis¢em v izhodi$€u, na katerih tok kroZi s kotno
hitrostjo |b| v pozitivni (levi) smeri, & je b > 0 in v negativni (desni) smeri, &e
je b < 0. Vsa ravnina je centralni podprostor: E. = IR?. Kriti¢na totka (0,0) s
takim faznim portretom se imenuje (nevtralni) fokus.

Primer 3B: a < 0.

Tokovnice so spirale, ki kroZijo s kotno hitrostjo b in se hkrati pribliZzujejo
izhodi¥¢u s faktorjem e?*. V tem primeru je (0,0) priviagna negibna to¢ka
(stabilni fokus) in vsa ravnina je stabilni podprostor: Es = IR2.

Primer 3C: a > 0.

Tokovnice so spirale, ki kroZijo s kotno hitrostjo b in se hkrati oddaljujejo od
izhodi¥ca s faktorjem e?'. V tem primeru je (0,0) odbojna negibna totka
(nestabilni fokus) in vsa ravnina je nestabilni podprostor: E, = R?.



