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Cramerovo pravilo

Cramerovo pravilo je eksplicitna formula za reSitev sistema linearnih ena&b
Ax=Db (1)

v primeru, ko je A kvadratna matrika z neni¢elno determinanto.

Naj bo n $tevilo stolpcev matrike A. Za vsak i = 1,...,n oznadimo z
Aji(b) matriko, ki jo dobimo iz matrike A tako, da njen i-ti stolpec
zamenjamo z vektorjem b.

Izrek - Cramerovo pravilo
Ce je A n x n matrika z det A # 0, potem je resitev sistema (1) podana z

~ det Ay(b)

I = ot A i=1,...,n. (2)
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Dokaz. Naj bodo ay, ..., a, stolpci matrike A. Zavsak i =1,...,nje
Aib)=[a; ... a1 b a1 ... a,]
Definirajmo e matriko
liix)=[e ... e_1 x ey1 ... e, ]

kjer so ey, ..., e, stolpci identi¢ne matrike / in je x reSitev sistema
Ax =b. Opazimo, da velja

A /,'(X) = A [ e ... €_-1 X €11 ... €p ]
= [ Ae1 . Ae,-,l AX Ae,-+1 . Aen ]
= [al .o Adj—1 b djt+1 .. a,,}
= Ai(b)
Odtod sledi

det A det [;(x) = det A;(b).

Z razvojem det /;(x) po i-ti vrstici dobimo e det /;(x) = x;.
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ReSevanje 2 x 2 sistema s Cramerovim pravilom

Re$imo naslednji sistem s Cramerovim pravilom:

2x+y = -1,
x+3y = 2.

Resitev se glasi
b1 a1.2 -1 1
det [ By cns ] det [ > 3 ] 5

X = = :—:—1’

5
det | 11 912 det 21
dp1 422 1 3

aii b1 2 -1
det[aZ1 b2:| _det[l ’ ]_5

y = = =
5
det [ S 2 ] det [ 2 1 ]
a1 ap
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ReSevanje 3 x 3 sistema s Cramerovim pravilom

S pomoé&jo Cramerovega pravila reSimo sistem

X+y+2z =
2x —y
3y+z = -1

Il
[Er—

Ker je

a1l a2 a3 1
det A = det a1 a2 a3 —det | 2
a1 a32 a33 0

je reSitev sistema
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I b1 31,2 3173 i i 1 1 2
det | by a2 a3 det 1 -1 0
L bs az2 4d33 | L -1 3 1 2
= det A - det A )
[ a1,1 b1 a1,3 i i 1 1 2
det a1 b a3 det| 2 1 0
| 331 b3 a33 | |0 -1 1 -5
Y= det A - det A 9
d11  4a1,.2 b1 1 1 1
det a1 a2 by det| 2 -1 1
. az1 a2 b3 | 0 3 -1 6 2
i det A B det A 9 3 |
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Formula za inverz matrike

Vemo, da ima kvadratna matrika A inverz natanko tedaj, ko je det A # 0.
Vemo tudi, kako A~ poi§¢emo z Gaussovo metodo. Nimamo pa %e
eksplicitne formule za A=1. Izpeljali jo bomo s Cramerovim pravilom.

Definicija kofaktorske matrike

Naj bo A kvadratna matrika. Ce v matriki A vsak element ajj zamenjamo
z njegovim kofaktorjem (—1)"*/ det A; ;, dobimo kofaktorsko matriko
matrike A. Oznaka zanjo je A. (Spomnimo se, da matriko A;; dobimo
tako, da v matriki A pobri¥emo i-to vrstico in j-ti stolpec.)

Primer kofaktorske matrike

a b ~ d —c
a=[la] = A5 T
a b c y ei—fth fg—di dh—eg
A=|d e f = A= | ch—bi ai—cg bg—ah
g h i bf —ce cd—af ae— bd
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Izrek - Formula za A~!
Naj bo A n x n matrika, ki zado¥¢a det A # 0. Potem velja

1 -

Al = AT 3
det A ( )

kjer je A kofaktorska matrika matrike A.

Dokaz: Matrika A~ je reditev matri¢ne enatbe

AX = 1.
Naj bodo xi, ..., x, stolpci matrike X. Potem velja
Ax;=e; ... Ax,=e,
kjer so ey, ..., e, stolpci matrike /.

Vzemimo poljubna 7 in j in izratunajmo (i,/)-ti element matrike X. Velja
det A,-(ej)

det A
Pri drugem enacaju smo uporabili Cramerovo pravilo za sistem Ax; = e;.
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Determinanto B = Aj(e;) izratunamo z razvojem po i-tem stolpcu:
n .
det B=Y (~1)*"by;det By
k=1

Upostevamo, da je By ; = A, in da je

. 0

by, = k-ti element e; =

pa dobimo

det A,'(e_,') = (—1)i+j det Aj’,'
odkoder sledi

o det A;; 1
(1)t Ui _ .
xij=(—1) Tot A detA(kofaktor aj i)
Torej je res
1 .
Al=X= AT
det A
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Primer - Inverz 2 x 2 matrike

Ce je

potem je

i L oar_ 1 d —c T: 1 d —b
det A ad—bc| —b a ad —bc| —c a

Primer - Inverz 3 x 3 matrike

a b c ei—fh ch—bi bf—ce
A=|d e f :>A‘1:d—A fg —di ai—cg cd— af
g h i et dh—eg bg—ah ae— bd

kjer det A = aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi.

v
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Determinante in permutacije
Za vsako naravno $tevilo n oznatimo N, = {1,2,...,n}. Za vsako
preslikavo o: N, — N, so ekvivalentne naslednje lastnosti:

@ o je injektivna (=slika razli¢ne elemente v razli¢ne elemente),

@ o je surjektivna (=vsak element je slika nekega elementa),

@ o je bijektivna (=injektivna in surjektivna).
Preslikavi, ki zados¢a eni od teh treh ekvivalentnih lastnosti, pravimo
permutacija mnoZice N,. MnoZico vseh permutacij N, oznaimo s S,,.
Primeri permutacij
Vseh preslikav iz N3 v N3 je 27. Od teh jih je 6 bijektivnih:

(123) (213) (521)
(132) (233) (:13)
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Naj bo e; stolpéni vektor vellikosti n, ki ima na i-tem mestu enko, drugod

pa same ni¢le. Vsaki permutaciji o € S,, priredimo matriko
Po = [ eg(l) 60(2) eg(n) ]
Determinanti te matrike pravimo signatura permutacije 0. Oznaka je
sgn(o) := det P,.
Primeri

Ce za o vzamemo identi¢no preslikavo, dobimo P, = I in sgn(o) = 1.

Ce za 0 vzamemo transpozicijo elementov / in j, se pravi permutacijo

J Ce k=1
olk)=< i Cek=j
k ¢tek#i,j

dobimo P, = P;; in sgn(c) = det P;j=-1.
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Signature permutacij iz S3

sen

9]
[Of]
[=]

)
o9
=}

== W N

2]
9
=

N~

2]
o]
=

wn
(o)}
[=}
S TN N N

w =

WN DN EFNN NN

N

N W W WWwWw Www

= W

N W

N—— N T~

= det/ =1

= det P172 =-1

= det P1’3 =-1

= det P273 =-1
0 01

= det| 1 0 O
010
010

= det| 0 0 1
1 00
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Dokazimo najprej, da za vsako permutacijo o velja

sgn(o) € {-1,1}

Najprej opazimo, da velja

T
Co(1)
e
o(2)
PUTPU = : [ ea(l) eg(z) ea(n) ]
T
[ ®o(n)
<ecr(1)7 eo‘(l)> <e0(1)7 ea(2)> s <e0'(1)) eo‘(n)>
| (eo) o) (80(2):€0(2) - (€5(2) €0(n))
L (ea(n)a ea(1)> <e0(n)7e0'(2)> s <e0(n)a ea(n)>

=
Odtod sledi, da je
(det P,)2 = det P] detP, =detP/ P, =det/ =1
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Pokazimo Se, da za vsaki permutaciji o in 7 velja

sgn(o o 1) = sgn(o)sgn(r)

Ocitno za vsak 7 velja

Pse; = ey(;).
Odtod sledi
PsPr = Ps[ e;1),€r2):---r€r(n) |
= [P 67(1)7” er2):- - Polrn) |
= [ estr()) €o(r(2): -+ Co(r(n)) |
— Poor

Ce uporabimo determinanto na obeh straneh, dobimo Zeleno formulo.
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Explicitna izraZava determinante

Radi bi dokazali naslednjo formulo

detA = Z Sgn(ﬂ-) a1,7(1)92,x(2) " " * 9n,mw(n) (4)
TFGSn
Primer
41,1 41,2 4a13
det | a21 a2p a3 | =
431 432 433
=S 123aaa-|—s 123aaa+
= Sgn 12 3 1,182,243 3 gn 2 1 3 1,282,143 3
+sgn Lz 8 a1.3a224a3.1 + sgn o a1 1az3a32+
Sg 3 21 1,3922d31 T Sg 13 2 1,182,343 2
4s 1 2 3 31 030 2321 1 2 3 5
g1 2 3 1 1,242,343 1 — Sgn 31 2 1,342,1432
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Ideja dokaza je, da vsako vrstico matrike A izrazimo kot
n

-

[ aj1 4i2 ... ain ] = E a,-’jej
j=1

in nato upos$tevamo linearnost determinante v tej vrstici. Dobimo

Z dij €
J1
[a11 a2 ... ain | A=
det A = det : = det : =
an,l an,2 e an,n
[ ] Z ajj, e J"
L jn=1 m
T T
€ €
= E E i1 i det = E aiji " i det
1=1 Jn=1 el (15-+-jn) E(Np)" e/
Jn In
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Ce sta dve izmed &tevil ji, ..., j, enaki, potem je

-
€

det | =0,
T

€

,Jn paroma

ker ima determinanta dve vrstici enaki. Ce pa so Stevila ji, ...

razli¢na, potem je funkcija, ki poslje vsak k v jk, injektivna, se pravi

(12 )
Ju J2 - Un

V tem primeru je

.
€

1 2 . n
det : = det | e; e | =sgn| . . .
T Len e ]=se (Jl 2o Jn)

ejn
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Dokazali smo, da velja

1 2
det A = Z sgm(J.1 i

1 2 n
(h b )65"

kar na kratko zapisemo kot

det A — Z sgn(7) a1 r(1)32,7(2)

7T€Sn
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