HR ESLIKAVE

Preslikava F : R™ — R™: / £, fm 50 fonkcce n spemen l\gruk
fi(Z)

.
fnl®)

Preslikava F' je diferenciabilna v @ € Dp, ¢e obstaja matrika A dimenzije
m X n, za katero velja:

F(@+h)=F(@ +A-h+o(h); lim llo®Il _
llEl—o0 ||A]|

Diferencial dF (@) (diferenciabilne) preslikave f v tocki @ je linearna presli-
kava z matriko A: . -
(dF)(@)(F) = AR

Matriki A pravimo Jacobijeva matrika JF"
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dfo(7) o 095 oL
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41. Naj bo F : R? — R® podana s predpisom f(z,y) = ((z + y?),sin(z -
y?),In(1 + 2? + y?)). Izracunaj J [0, 1).
¢/

Bler?lo Byt 3¢
JF(xyl= | cosbeytlyt  cosleytl 2xy JFlodl=1| 1 O
(v 12 Urleg) - 2y O /

42. Naj bo F(z) = (z°, tan 22, arctan z?).

a) Dolo¢i definicijsko obmocje. b) Izra¢unaj Jacobijevo matriko.

a) Diay = RV TLT  LeZ b)
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WATRICUO VERIEND PRAVILO
F.G diferenctabilni preslikaoi

dlFo6)(z) = dF (6(z) d4(R)

43. Spremenljivki u in v sta diferenciabilni funkciji spremenljivk z, y in z,
le-te pa so nadaljnje diferenciabilne funkcije spremenljivk ¢ in s. V neki tocki
velja:

X2 ‘;—Z=3, cp
2=, g—zzo, 2 -3
. o, o
‘;_jz_g, %:2, %:3

Spremenljivki u in v lahko gledamo tudi kot funkciji spremenljivk s in t. V
dani tocki izracunajte parcialne odvode g—‘s‘, %, % in %.
D

0=f (xy,e) x=g,(&s)
\/:gz(é,s)
=1 (xiy ) g=,(6:5)
(o.r)= F (xiy,2)
(i 2)=6 (5]
5 -3
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44. Spremenljivke u, v in w so diferenciabilne funkcije spremenljivk z in
y, le-ti pa se izrazata v polarnih koordinatah: x = rcosp, y = rsiny. Pri

z =3 in y = 4 velja:

ou ou

M _9 et S
o Oy ’
ov ov

- = 3, 5 0,
ow ow
i 0

Spremenljivke u, v in w lahko gledamo tudi kot funkcije spremenljivk 7 in ¢.
V dani tocki izracunajte vse mozne parcialne odvode prvega reda spremen-
ljivk u, v in w po spremenljivkah 7 in ¢.

U=f4(,X¢\[¢3) _ o

A

w=%xy2) J=q.Lrf) =rsing

3y=6 2

o AF{3,4)=[3 o_l de gy = |
A2 siny

X:3| '—'C(? I :3
! % (2= 3%6* =944 =25 2 r=5

rsnyg =9
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Bsing=G 9 sing =g
4
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v 0
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|€REY. O INVERZNI PRESLIKAV

Izrek: Naj bo F': D C R" — R" diferenciabilna v @ in naj bodo vsi odvodi
zvezni. Ce velja det JF'(@) # 0, obstaja okolica U tocke @ in okolica V' tocke
F(d),daje F: U — V obrnljiva, za njen lokalni inverz G : V — U pa velja:

JG(F(@) = [JF (@)™

f:R-10
1= £'#0
£22 L % lahko zapisemo x
; 1 koj ﬁml‘ct‘]-oy

Ne mofemo
;aptsah

l’o" X3X (yl

45. Dan je sistem enacb:

1+y*)Inz =
3+ 2y = w.

N

a) Resite ta sistem za z = 0 in w = 5.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U resitve iz prejsnje tocke in taka
okolica V' tocke (0,5), da ima sistem za vsak par (z,w) € V enoli¢no
resitev na (z,y) € U.

. ko . . . oz Oz By :. Ay
c¢) Pri 2 =0 in w = 5 izracunajte parcialne odvode 37, 5=, 3% in 7%

d) Z uporabo diferenciabilnosti priblizno resite sistem za z = 0.17 in w
= 5.1: kot izhodis¢ni priblizek vzemite resitev iz tocke a) in uporabite
tamkajsSnje parcialne odvode, izracunane v prejsnji tocki.

a) [/I+y7)~|nx= 0 - x4, ILCrSf Aryt #0
X3t xy =5
b) &= (44)
F(z)=(05)

(

U+ y?) Inx

)=
F (xy Bexy
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gfc (1ry2)- 4 g—i— = y-Inx
5 guezne funkaje | F diferenciabilna
W _ oW =
ox 3x7+y Dy X
x=A,y=G&*

o
(& Z7_[17 o
IF= o ?lur i
ox oy 't/
Kesiteu sledi iz (greta o invereni preslikaui,

c) Uporabimo izrek o invereni preslitaui «

*Ae IEZxZ
y -/ y
JF) (05) = (JF(14)) [ 51 A +1
c d ad-bec |-c a
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SLos) 2 (05) y
_ [4 Ol[q 0}
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[ZREL O IHPLICITIII PRESLILAVI

Izrek: Naj bo F' : D C R™t™ x R™ — R™ zvezno odvedljiva preslikava,
(@,b) € D. Ce je

(i) F(a@,b) =0,

(i) det JF¥(a,b) # 0,

obstaja okolica U od @, na kateri je enolicno definirana preslikava g : U C
R™ — R™, za katero velja:

e g(a) = b
o J§(@) = —[JF¥(@,b)]"' - JF%(a,b)

Fimer © Lrognica ® enaZbo Xryt= §
Flxiyl =x?+y?- G

U okolici kaderih foct lahko del kroEnice
ﬁ\ opisemo kot y=q(x\?
/ * yuseh razen v tozkah T(201inT(-2.0]

Flxy) =x%+y?- G

i I okolici kaderth 4ozt lahto del kroZnice
! opisemo kot x=g(y)?

vuseh razen v tozkah T(ozlnT(o-2)




Pokazi, da lahko resitev enacbe z-e*¥+e* = 0 v okolici tocke (1, —1, —1)
zapisemo kot funkcijo z = z(z,y). Izratunaj 22(1,—1) in g—;(l, -1)

(if): JF=[z-c’“"y zeMx ]
JEUAA)= [t =gt 267
F=leM+e®]  F e =264
det JFf= o+ c®
detHP (A1) =74 = 26" 20 V

lgrek o me'iCﬁLni%nh(ﬂ"" v okolici (4-4-1) lahto zapisemo z=z(xy)

Amoznost:

€

-

zere® =0 /odua\gamo po X in vpodteyamo z=z(xy)

€
g ety ez = 0

2o (Y +EF) = gy

xy -1 -
Z:_QL 3z M_/”=_M_-_£=_4
X ny+ Cg X | C’-"* 6-4 Z,Zq __:Z__

ze e =0 /OclUQ‘SQmO poy in vpo3teuamo z=z(xy)

X <
'Zy.cxy.’-z.f yx +C .Zy:O

z, (14 e%) = -xze™

e (/1-4)=—(”1)‘/7'154 _ et 4
& Vet sl chet et 2



J.moznost

dz x4
Jeby)= ] Bl Eluy)|

el =L Z 0l ZEpenl|

= -(Jp1)" OF7 =
reko = - Z_Zc"'l-d' e -c"‘g =
implicitni
p(&sl&aoi

ze—.[-c-d _c"‘ =
/
=[-4 2§
4
%[%(A.—A\ %(Ar/ll]=[-% Z

0%. Qﬁ - .4 (n oz - A
S A=-7  0 ZEUA= T



Naj bo f : R> — R? podana s predpisom

f1(z1, 22, 23, Y1, ¥2) = 2e¥" + Yoz — 422+ 3
fa(w1, T2, 23, Y1, Y2) = Y2 cosy; — 6y1 + 211 — w3

a) Izracunaj Jacobijevo matriko za f v tocki A(3,2,7,0,1).
b) Ali lahko resitev f(z1, 2, x3,91,y2) = 0 v okolici tocke A izrazimo kot
(Y1, 92) = g(x1, T2, T3), torej f(z1, T2, 3, g(21, T2, 23)) = 07

c) Izratunaj Jacobijevo matriko za g v tocki (3,2,7)

a) :e(xu)(u)(yy'!'y?) ) [ﬁ:]

- ot ot of o6
BEA ATl R A LU
Jg (th}.)(s(yUyz)_L% a_‘;; %(1 afl a_& -

3

ol 2 O A ypsiny€ cosy,

X4 X3 X3 Yo ¥ r/f -G 0O 2 3]
324.0,1) =
i 12 O -4 -¢ /

b) 1) g(32,7,04) = E I/

wfal vkl

det 1= 24-3-¢)= 2+48=20 #O

det 0 [Bomplped o o ot £l 0% vy, ) = O lahko v okolict
(325.0,/) izrazmo kot (yq,yzl= 3(x,,xz,x3)

c) Cl‘j %) =J03 (xaiz, g} = (8 Uity I s xsivaye ) =

A
izicko = ([ ) [4 -4 01
mpl«c:fm -2

preslikowur

i A-C(O - _ A4 |5 -4 3]
) 24*34, 2 0 /1 20 |10 -24 -7



Naj bo atb,c el POIQNE'\TI-\.
72 y2 z2
e Ty b2 + =1

a) V okolici katerih tock lahko resitev izrazimo kot funkcijo z = z(z,y)?
b) Dokazi, da v teh tockah veljaz -z -2z, +y-2- 2, = 2% — %
c) Naj bo z = z(z

,y) resitev zgornje enacbe v okolici tocke (%,2, %)) 30) |
Izracunaj z.y(%, 3).

a b
22

(D
a) Fluye)= |5 5+51]
Tlxy\p12Zo)
[z1ek o mplicitni preslieaw:
() Flxowoizo1=0
(: JF=[% & ZT > JF[ET dNf'-E+0 > z#0
Odgevor * v olslici tozt Thoyz,l, Fluyze) =0, 2a tatee vefja 2#0

b) z= q(x,v)=z(x,\/]

XEZx*'_[ZZ,y‘% ct

— — — —_— e e, — — —

2z
AZ+AL2+£_4—O Jeduag in upoSreuamo z=z(xy)
6 frre 120 Jedwgamopoy in up "
g
%SL:fOJr C’Z'Zy =0 —>i§*§'z),=o —> z-z},=-ﬁ£~cz (k]

KEBH Y2y = x S+ y-(*i%-cz) azz'C —fazc =t (-§+§-)

S (/’_ %2) = _C?+EZ=Z?_C’L



%* 1 Z-ZX = - %((Z'C? /oduczjamo poy in upos+cuamo Z‘-’E(K;y]

Gaxt gy = O




Dan je sistem enacb: 7(74: \{? = (1

v +z22=8
oy +22=9

a) Resite sistem enacb na y in z pri z =0 in z > 0.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U tocke 0 in taka okolica V resitve iz
prejsnje tocke, da je sistem za vse x € U enoli¢no resljiv na (y, z) € V.
Tako postaneta y in z funkciji spremenljivke z: y = f(z), z = g(z).

c) Izracunajte f'(0) in g’(0).
d) Priblizno resite sistem za y in z pri x = 0.1, z > 0.

a) yhxe'=8

Xy”Zz:f} S a8 2
o ox oy 0z
SE A I g A gt 3 Ixe
=3 I3 =3 JF =
Vo 2xy 2z
b) pPPrxet-8
loge)| el o)

(i F(o,z,s){fjl N0,

i R T
il g |2 “J JF{0.23)=[
Ly 2xy 2z

x=-3 o 12 O]
el el

det JF= 12-C-00= %) #0

3/ZOJ
6 0 6

3 b sledi iz iereka o implicitni Tonkci;



c) ycf(x\ i G(X\:[f(ﬂ} J6(0\= E?:gé\):

=g (x) PREZ/N
& qx %(x\ &Cﬁ)

[WO\K: Jg(ol = <JF" 0,23) - JF¥ (02)3) =
g'(0]

* dga moznost < eduagane sistema po x in vpostevanu y=y(x, 2=z (x|
ga x=0,y=2 in &=,

6(0/1\ 6(0) + J4(0)-[o1-0] =
) e
Al 3

[Z” [— ] 4-325]
33wl LE-4) 1§] [vs3

?(01)= 1925 q(ouéz‘fs

Zy/x\ G&\ % §(0)+J6(0) x-0]



Naj bo f: RS — R? podana s predpisom
fi(xy, @, T3, T4, Y1, Y2) = T122%4 + Y1273 — 4y2 + 10
fz(xl,xz, T3,T4, Y1, y2) =2+ 22+ ?Jf — 2yp — 51374 + Y1273 — 9

a) Pokazi, da lahko v okolici tocke A(1,0,1,1,2,3) resitev enacbe f = 0
zapisemo kot (y1,y2) = g(@1, 22, ¥3,24).

b) Izrac¢unaj Jg(1,0,1,1).

a) = EI

N O+ 2-42+40
() £1.0,44,23)= [ 4+o+27+3-5*6‘3]= [S]

W) 152 52 56 5 o S| |79 %% oy xXe X o
ol og a6 & 08 ot 2a|7|
oxq 9% O%3 oK O 2V 1 'EXQ*Y"VZ '5’(3 ZY4+Y?X3 /]*Yﬂ(

o 1 2 0 4 -
jf[A(O.A,/f.Z,B)’[ jl

11 4 5 1T 3
1 -
/-
Jf[tm]

det J£/=14-3-(4) T =3r7§=34 #0

b) (Y“\h ‘zﬂ(xuxz;xy X‘l)

-1
- y_4 X o /1 _(t | O /1. Z— O]:
Jg (4,04,1) =~ WY} Lo 3} L -5

_SA'L;zA AN A-5

:_4,[4 wo-zoJ
30 | A L)% -5



Dana je enacba e —y — 5z = 0.
a) Resite enacbo na z priz =y = 0.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U izhodis¢a in taka okolica V resitve
iz prejSnje tocke, da je enacba za vse (z,y) € U enoli¢no resljiva na
z € V . Tako postane z funkcija spremenljivk z in y: z = f(z,y).

c) Izracunajte f,(0,0) in f,(0,0).

d) Priblizno resite enacbo na z pri x = 0.1, y = 0.2.
(D

a) x=y=0: *-0-57=0 > [Fe=0 —> z=f=07
b) F(x,y,z\ = [c’q‘-y~523

(): F(o,002)=1{0] v

(i) JF=]etz A £%x-5]

JFo,0002)=[02 -1 -57§
JF=-5%
det JF*=-5 #0

+» b) veljo po 1ereko o implicitni preslikavi

z=%(xy) v okolici (0:0)
C) [fx{0,0) fYIOIO)]:: Jf (O|O)

o)z UPTNFs - L [o2 43 = Lloz 4T = [ 4 A T-l00s,-07]

izrek
o imp. pre.

O4-0
d) z=201,0Z) = £(0.0) +JF(0,0){ ];
02-0

oy
= 02+ [004, oz][ ZI

02+ 0009-0049= 0464



