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Enacba nihanja

V tem predavanju si bomo ogledali enaébo du$enega nihanja
%+ ki+w?x=0, k>0, w>0
ter sorodno nelinearno enacbo nihanja
%+ kx+q(x) =0,
kjer je g(0) = 0in ¢’(0) > 0.

Dobljene reditve bomo uporabili pri reditvi valovne enatbe us = c2uyy.



Enacba nihanja

Enacba
X+ wx =0
matemati&no gledano sprasuje po negativnih lastnih vrednostih in lastnih

funkcijah operatorja Lx = x:

2

Lx = —wx = Ax, A <O0.

S fizikalnega vidika enatba opisuje nihanje delca okrog ravnovesne lege x = 0
brez prisotnosti trenja (npr., nihanje idealne vzmeti, nihanje nihala, nihanje
delca v elektromagnetnem valovanju, visina gladine morja na dolo&eni tocki ob
valovanju, itd.)

Karakterigen polinom je P(A) = A% + w? z nitlama A = +iw. Splo¥na
kompleksna reSitev je torej z(t) = Ce'“t (C € C), realna reitev pa

x(t) = Acos(wt)+ Bsin(wt)
= VA4 B2cos(w(t—ty)), A BER.

To je nihanje (oscilacija) s kotno hitrostjo w in amplitudo v/ A2 + B2.



Energija se ohranja

Stevilo tg € R zado¥¢a zahtevama

A . B
COS(wtO) = \/ﬁ, Sln(wto) = \/ﬁ,

enakost pa sledi iz adicijskega izreka.
Energija sistema je funkcija

-2 2
. X 2 X
E(x,x) = — tw"—,
(x x) 5 + 5
to je vsota kinetitne energije x2/2 in potencialne energije w?x2/2. Njen
odvod vzdol? reitve x(t) je enak

%E(x(t),)’((t)) = 2(£)%(t) + wPx(D)x(t) = x(£) (%(£) + w?x(t)) = 0.

Fizikalno: Energija sistema se ohranja vzdolZz vsake resitve.

Matemati¢no: energija E je prvi integral enacbe.



Duseno nihanje

Enaiba duSenega nihanja vsebuje dodatni ¢len 2px, kjer je p > 0 faktor
dugenja:
5&+2p>‘<+w2x =0.
V splognem je lahko p = p(t) funkcija &asa t. Oglejmo si primer, ko je p
konstanta. Karakteristi¢ni polinom je
P(A) = A% +2pA + w?
z ni¢lama
Ma=—-pt/p?2—w?=—ptivw?-—p2
Cejep>w (faktor duZenja je vegji od kotne hitrosti), sta lastni vrednosti
realni negativni in splo$na reSitev je

x(t) = AeMt 4 Be'2t,

Pri t — o0 gre resitev eksponentno proti ni¢; do nihanja sploh ne pride.
Podobno je v mejnem primeru p = w, ko je splo¥na resitev

x(t) = e “Y(A+ Bt).



Duseno nihanje

Poglejmo sedaj najpomembnejsi primer, ko je 0 < p < w. Oznatimo

wo = Vw? — p2.

Splo%na resitev je

x(t) = e Pt (Acos(wopt) + Bsin(wot)) = e Pt/ A2 + B2 cos(wp(t — tp)).

Amplituda nihanja se zmanjuje s faktorjem e~ Pt
Odvod energije vzdol? reditve je enak

9 E(x(t)x(8) = s(%(E) + wix(£)x(¢)

dt
x(t) (2(t) + w?x(t))
= —2px?><0.

Energija sistema se eksponentno zmanjSuje, resitve konvergirajo proti
mirovni legi pri t — —+co.
Matemati¢no: Energija E je funkcija Lyapunova prirejenega sistema

X =v, v =—2pv— w?x.



Nelinearna enacba nihanja

Oglejmo si 3e enatbo
%+2px+q(x) =0, q(0)=0, ¢'(0) >0.

Enacbe v splosnem ne moremo resiti eksplicitno, lahko po kvalitativho opisemo
reSitve in obna%anje v okolici mirovne lege x = 0. V ta namen definiramo
potencialno energijo U in totalno energijo E:

X )'<2
U(x) = /0 q(s)ds, E(x, %) = 5+ U(x).

Nivojnice energije E za majhne vrednosti E > 0 so sklenjene krivulje okrog
izhodi¥¢a v fazni ravnini (x, x). Odvod energije vzdolZ tokovnice je

E = %%+ q(x)x = x(% + q(x)) = —2px* < 0.

V primeru p = 0 (ni duZenja) je torej E prvi integral pridruZenega sistema za
(x,%). Tak sistem se imenuje konservativen.

Ce je p > 0, pa je E funkcija Lyapunova v okolici (0,0). Tokovnice kroZijo
okrog izhodi¥¢a (0,0) in se mu spiralno pribliZujejo, ko gre t — +oo.



Matemati¢no nihalo

Konkreten primer je matemati¢no nihalo (brez trenja), kjer x predstavlja kot:
%+ w?sinx = 0.

Tedaj je U(x) = w?(1 — cos x), E= >'<2—2—|—w2(1—cosx) > 0.
Prirejeni sistem

X =v, v = —w?sinx

je perioditen s periodo 27T v x-spremenljivki. Tak je tudi njegov fazni portret,
ki ga dolo€ajo nivojnice E = C.
Stacionarne totke (to¢ke mirovanja) so pri E =0, to so (2km,0), k € Z.

Za vrednosti 0 < C < 2w? je nivojnica E = C sklenjena krivulja okrog vsake
stacionarne to¢ke (2k7t,0). Tok potuje od leve na desno pri x > 0 in od desne
na levo pri x < 0.

Pri mejni vrednosti C = 2w? dobimo t.i. separatrice, ki povezujejo totki
(=7,0) in (+7,0) (ter splodneje ((2k —1)7,0) in ((2k 4+ 1)7,0)).

Za C > 2w? pa dobimo dve odprti periodi¢ni krivulji, simetri¢ni glede na x-os.
Energije sistema je sedaj tako velika, da se nihalo vrti vselej v isto smer.



Enacba nihanja strune

S temi orodji lahko obravnavamo valovno enatbo za funkcijo u(t, x):

Ut = gy, u(t,0) =0, u(t,f)=0 zavsakt € R, 0<x<V/.

Isemo stacionarne (razcepne) resitve u(t, x) = T(t)X(x). Z lo&itvijo
spremenljivk dobimo dve navadni diferencialni enacbi:

T X"
= C27

T X
Enatba za funkcijo X(x) je

=-c?A€R,  X(0)=X(¢)=0.

X"+ AX =0, X(0) = X(¢) =0.
Naj bo A > 0. NeupoStevaje robne pogoje imamo splono reditev
X(x) = Acos(VAx) + Bsin(VAx).
Pri x =0 je X(0) = A =0, zato je X(x) = Bsin(v/Ax).
Na krajis€u x = ¢ dobimo pogoj

sin(VAL) =0,  Ap= (knt/0)? keZ..



Nihanje strune

S tem smo dobili naslednje zaporedje reditev enatbe za X(x):

Xi(x) = sin (k%x) , k € N.

Prepri¢aj se, da primer A < 0 ne vodi do netrivialnih reSitev problema.

Stevila A vstavimo v enatbo za T(t):
T4+ AT =T +2(knt/0)?T =0.

Splo%na resitev je
k k
Ty (t) = Ak cos (%ct) + By sin (%ct) )
Splosno reditev valovne enacbe dobimo s superpozicijo stacionarnih valov:
(o)
u(t,x) = Y Ti(t)Xie(x).
k=1

Seveda je potrebno obravnavati konvergenco dobljene trigonometrijske vrste.



