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Resitve 1. kolokvija iz Analize 1

Vsako Cauchyjevo zaporedje realnih stevil je omejeno.

Zaporedje realnih stevil s predpisom a,, = % je konvergentno.

Podmnozica realnih stevil A = {sin(1)|z > 0} C R ima natantno zgornjo mejo.

Ce je A neskonéna mnozica in B C A neskonéna podmnozica, obstaja injektivna

preslikava i : A — B.

Mnozici C in R sta ekvipolentni.

Naj bo A Dedekindov rez, ki predstavlja stevilo . Mnozica —A = {—a|a € A}

je potem Dedekindov rez, ki predstavlja stevilo —zx.

Stevilo (1 + i‘/?g)zmg je realno.

Ce je realno stevilo z > 0 iracionalno, je za vsak n € N iracionalno tudi stevilo

V.

Obstaja kompleksno stevilo z, za katerega velja |z — 1+ 2i| =2 in |2 4+ 2| = 1.

Obstaja zaporedje realnih stevil, ki ima za stekalis¢a natanko vsa naravna stevila.



(2) Liho stevilo otrok (predpostavimo, da so vsaj trije) se razporedi po travniku, tako da
razdalja med nobenima dvema otrokoma ni enaka. Na znak vsak vzame svoj vodni balon
in ga vrze v osebo, ki mu je najblizje in jo zadene ter zmoci. Z indukcijo dokazi, da vsaj
ena oseba ostane suha. (Namig: Kaj se zgodi z dvojico, ki si je najblizje?)

Resitev: Baza indukcije: Recimo, da so na travniku trije otroci A, B in C in brez Skode
za splosnost predpostavimo, da sta si A in B najblizja. Potem A in B z balonom zmocita
eden drugega, zato v vsakem primeru C' ostane suh.

Indukecijski korak: Predpostavimo, da zmeraj ostane vsaj en otrok suh, ce je na travniku
2k + 1 otrok in denimo, da imamo na travniku 2k + 3 otrok. Spet oznacimo otroka, ki sta
si najblizja in ki zmocita eden drugega z A in B. Pokazati zelimo, da potem vsaj eden od
preostalih 2k + 1 otrok ostane suh. V ta namen moramo loéiti dva primera. Ce nihée od
preostalih otrok balona ne vrze v A ali B, lahko po indukcijski predpostavki med njimi
najdemo enega, ki ostane suh. Ce pa na primer kdo izmed njih balon vrze v A ali B,
indukcijske predpostavke ne moremo uporabiti. Vendar pa v tem primeru preostalih 2k
otrok s svojimi baloni ne bo moglo zmociti vseh 2k + 1 otrok, zato tudi v tem primeru
vsaj en otrok ostane suh. O]

- [3] Baza indukcije.
- [4] Indukcijski korak.
- [3] Utemeljitev v primeru, ko indukcijske predpostavke ne moremo uporabiti.



(3) Dana je podmnozica realnih stevil

m2—4
A:{mQ_z’mEZ}.

Poisci tiste izmed min A, max A, inf A in sup A, ki obstajajo.

Resitev: Nalogo lahko resimo racunsko ali pa geometricno. Poglejmo si geometri¢no

resitev. Racionalna funkcija f(z) = i;:;‘ ima nicli v 2 = £2 in pola v 2 = £v/2.
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Ker nas zanimajo samo vrednosti funkcije f v celih Stevilih, je min A = inf A = 0 in
max A =sup A = 3. 0

- [4] Graf funkcije f.

- [6] Izra¢un min A, max A, inf A in sup A.



(4) Naj bodo a, b, c € C ogliséa enakostraniénega trikotnika v kompleksni ravnini in s njegovo
tezisce.
(a) Izracunaj koordinate oglis¢ b in ¢, e je s =1+ in a = 2 + 44.

(b) Poisci vse enakostranic¢ne trikotnike, za katere je s = 0 in abc = 8.

Resitev: (a) Oglisce b dobimo tako, da zavrtimo daljico sa okoli tezisca za 120°. To rotacijo

lahko izvedemo z mnozenjem s kompleksnim stevilom e = —% + z\/Tg Tako dobimo
b=s+es (a—s)=1+i+ (1 +i2)(1+3) = (- 38) 4i(-L + D)

Podobno dobimo oglisce ¢, ¢e zavrtimo daljico sa okoli tezisca za 240°. Rezultat je
c=stes(a—s)=1+i+ (=2 —i¥)(1+3i) = +28)+i(-L - %)

Poglejmo se skico trikotnika.

(b) Naj bo a € C eno izmed oglis¢ trikotnika. Ker je tezisce v tocki s = 0, sta preostali
e 2mi . Ami . 2mi Ami 3 .
ogliséi b = e3 a in ¢ = e3 a. Od tod sledi abc = ae3 ae’3 a = a”, kar pomeni, da

moramo resiti enacbo
a® = 8i.

7 izracunom v polarni obliki dobimo resitve:

a; = \/g + ?:,

a9 = —\/g + i,

as = —21.
Ko izrac¢unamo Se tocki b in ¢, vidimo, da dobimo v vseh treh primerih isti enakostranic¢ni
trikotnik, le s ciklicno permutiranimi oglisci.

Im‘

- [8] Po 4 tocke za izracun koordinat oglis¢ b in c.
- [4] Izpeljava enacbe a® = 8i.
- [8] Izra¢un oglis¢ trikotnika.



(5) Skiciraj naslednji mnozici in pokazi, da sta ekvipolentni:
A={z€C|Re(z) - Im(z) =0}, B={e"|t€][0,%]}.

Resitev: Mnozica A je unija koordinatnih osi, mnozica B pa krozni lok na enotski kroznici
v C, ki ustreza kotom ¢ € [0, 27].

Za dokaz ekvipolence bomo konstruirali injektivni preslikavii: A — Bin j: B — A. Za
predpis preslikave j lahko vzamemo kar

e =t

Ta preslikava krozni lok zravna in ga preslika na daljico med tockama 0 in

Preslikavo ¢ pa lahko konstruiramo na naslednji nac¢in. Realno os bomo preslikali na
37r).

zgornjo polkroznico, imaginarno os brez izhodisca pa v lok, ki ustreza kotom ¢ € (7,
Njen predpis je na primer

3
o

. - ei(arctngJr%) ; Yy = 07
i(x +iy) = ei(5 arctgy+57) ; v=0,y#0.

- [3] Skici mnozic A in B.
- [2] Predpis preslikave j.
- [5] Predpis preslikave i.



(6) Zaporedje (a,)nen, je podano z rekurzivnim predpisom

_ 5
Apt2 = §an+1 — Gp

za n € Ny in z zacetno vrednostjo ag = 1. Za katere vrednosti a; € R je dano zaporedje
konvergentno?

Resitev: Najprej bomo izracunali splosni ¢len zaporedja. Pridruzena karakteristicna enacba

¢ =35q—1

ima nicli ¢; = % in g = 2. Od tod sledi
an=Cr- (1) +Cy-2n.

Ce hocemo, da bo zaporedje (an) konvergentno, mora biti Cy = 0. Od tod pa potem sledi,

ag = 1 = (4 in posledi¢no a,, = (%)n in

N |+

a] =

- [5] Izracun splosnega ¢lena.
1

-[5] Izracun a; = 3.



(7) (a) Dokazi, da obstaja

() (o) (1o2)

Pomo¢: Za vsak z > 0 velja In(1 + z) < z.

(b) Naj bo (a,)nen zaporedje pozitivnih stevil, ki za vsak n € N zadosca pogoju

Ap+1

<1+ !
an AL

in za katerega zaporedje (ag—“> ne konvergira k 1. Dokazi, da je lim a, = 0.
"/ neN n—00

Resitev: (a) Ozna¢imo
b= (L 3) (1) (14 2).

Po definiciji je b, = (1 + Qin) b1 > b,_1, kar pomeni, da je zaporedje (b,) narascajoce.
Da pokazemo, da je konvergentno, je torej dovolj pokazati, da je navzgor omejeno. Ce
¢lene logaritmiramo in uporabimo neenakost In(1 + z) < z, dobimo

In(b,) =In(1+3)+In(1+5%)+...+Im(1+4)<it+i4+.. . +L <L

Od tod pa sledi, da je zaporedje (b,) navzgor omejeno z e. Torej je konvergentno, njegovo
limito pa oznacimo z b.

(b) Ker zaporedje (azﬁ) ne konvergira k 1, obstaja ¢ > 0, da lezi neskon¢éno ¢lenov
zaporedja (“21) izven intervala (1 —¢,1 +¢). Po predpostavki je le konéno ¢lenov vecjih

od 1 + ¢, zato mora biti neskoncno clenov manjsih od stevila 1 — ¢, ki ga oznac¢imo s q.
Sedaj lahko pisemo

V izrazu na desni lahko nekatere ¢lene navzgor ocenimo s ¢. Denimo, da je taksnih ¢lenov

f(n) < n. Preostale ¢lene lahko navzgor ocenimo z 1 + 2%, zmnozijo pa se v Stevilo, ki je

manjse od b, in posledi¢no od b. Tako pridemo do ocene
0<a, < qf(”)bal.

Omenili smo ze, da gre pri n — oo tudi f(n) — oo, od koder sledi, da desna stran
konvergira proti 0. Po izreku o sendvic¢u torej tudi zaporedje (a,) konvergira proti 0. [

- [2] Opazka, da je zaporedje (b,) narascajoce.

- [6] Dokaz, da je zaporedje (b,) navzgor omejeno.

- [2] Sklep, da je zaporedje (b,) konvergentno.

- [5] Opazka, da za neskoncno clenov velja “= < q.
[5]

- [5] Dokaz, da zaporedje (a,) konvergira k 0.



