Analiza 1: 2. kolokvij
22. 1. 2020

1. naloga (20 tock)
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Vsota vrste ) (;?n je odvisna od vrstnega reda seStevanja.
n=1

Ce je funkcija strogo padajo¢a na R, je njena inverzna funkcija definirana za vsa realna

Stevila.

. 00 00

Ce je vrsta ) a, absolutno konvergentna, je taka tudi vrsta ) arctan(ay,).
n=1 n=1

Ce za funkcijo f: [0,1] — R velja le f (%) =01in f(0) =0, je zvezna v tocki x = 0.
Naj bo f zvezna funkcija na R in naj velja f(q) = f(—q),q € Q. Potem je f soda.

Naj bo ¢ zvezna funkcija na R. Ce obstaja li{% f(z), obstaja tudi li{%g o f(x).
T T

o [o¢]
Ce je Y ay pogojno konvergentna, zaporedje (a,) ni monotono.
n=1

2 2

Funkciji arcsin © in arcsin® x imata enako zalogo vrednosti.

I~ o0
Ce velja lim “2+L <1, je vrsta ) a, pogojno ali absolutno konvergentna.
n—oo n n=1

Obstaja liha funkcija, katere kvadrat je liha funkcija.

Tockovnik:

+2 Vsak pravilen odgovor.

0 Prvi nepravilen odgovor.

-2 Vsak naslednji nepravilen odgovor.



2. naloga (20 tock)
Funkcija f je podana s predpisom f(x) = logy(sin(mz) + sin?(7x)).

(a) Dolo¢i njeno definicijsko obmog¢je in zalogo vrednosti.

Resitev: Zaradi logaritma mora veljati
sin(rz)(1 + sin(7x)) > 0.

To je res za x € (2k,2k + 1),k € Z oz. Dy = Upez(2k,2k + 1). Funkcija f najvecjo vrednost
doseze pri z = % + 2km, v robovih Dy pa se zaradi logaritma pribliZzuje negativni neskon¢nosti.
Torej je Zf(—o00,1].

Zaradi logaritma injektivnosti velja

f(x) = f(y) & sin(nz) + sin?(rx) = sin(ry) + sin?(ry)

Od tod sledi
sin(rx) — sin(ry) = sin?(7y) — sin®(7z),
sin(mz) — sin(my) = (sin(my) — sin(7x)) (sin(7y) + sin(7x)),
(sin(mz) — sin(my))(sin(mz) + sin(7ry) + 1) = 0.

Ker sta z,y € (0, %], je edina moznost, da je x = y.

Predpis za inverzno funkcijo poiS¢emo z zamenjavo spremenljivk x in y, nato pa je potrebno
rediti tudi kvadratno enacbo za funkcijo sin(7y) in izbrati ustrezen predznak. Kot rezultat
dobimo predpis f~!: (—oo,1] — (0, %], kjer je

1 <—1+\/1—|—21’>
T 2 '

Pogosta napaka: Nekateri ste opazili, da sta funkciji sin(rz) in sin®(7z) injektivni na (0, 3],
vendar pa to Se ne pomeni, da je taka tudi njuna vsota. Vsota dveh injektivnih funkcij ni nujno
injektivna, npr. x in —x + 1.

Tockovnik:

+5 Definicijsko obmocje.
+5 Zaloga vrednosti.
+5 Injektivnost.

+5 Inverzna funkcija.



3. naloga (10 tock)

Zvezna funkcija f je podana s predpisom

f(x) = { Sinxi—llerQ +a, S 07

Sn(cosz), x€(0,5).

Dolo¢i vrednost konstante a € R. Nato izra¢unaj lim f(z).
T—r—00

Resitev: Najprej izracunamo limito

lim f(z) = lim iln(cos:n) =In <li{‘n0(1 + (cosz — 1))zl2>

z\0 2\0 72
li cosz—1 limg o S0 1
- 1116 a0 z2 = 11]_6 ™0 z2(cosz+1) — -,
2
Ta vrednost se mora ujemati z vrednostjo f(0) = li}% f(z) = =1+ a, zato je a = % Sedaj
x

izra¢unamo Se limito v negativni neskonc¢nosti, pri ¢emer moramo paziti, da bomo pred korenom
izbrali ustrezni predznak

e B1r 11

T

lim f(x) = lim

T—00 T—00 1— % 2 2 2

Tockovnik:
+5 Limita, ko 0.
42 Dolocitev parametra a.

+3 Limita, ko z — —o0.



4. naloga (20 tock)

V odvisnosti od parametra a € R obravnavaj absolutno in pogojno konvergenco vrste

i1-4-7-...-(3n—2) n

a
n!
n=1

Pri resevanju lahko uporabi, da je lim (1—2)-(1—2)-...-(1—2) =0.

n—oo
Resitev: Najprej uporabimo kvocientni kriterij:

lim |2 = 3ja| < 1.

n—oo | Qp

Vrsta je torej absolutno konvergentna za |a| < %
Ce je vrednost |a| = %, absolutno divergenco potrjuje Raabejev kriterij

2
lim n 2] —1]==-<1.
n—00 |an+1‘ 3

Po drugi strani imamo za a = —% opravka z alternirajoco vrsto, pri ¢emer velja
(il = Jan] - b < g,
3n+3

Iz besedila naloge lahko sklepamo tudi, da je

lim |a,|=0.
n—oo

Po Leibnitzevem kriteriju je torej vrsta za a = —% pogojno konvergira.
Nazadnje moramo premisliti, da vrsta divergira tudi za za a < —% (zaa > % to pove kvocientni

kriterij). Res, za vsak tak a obstaja 0 < e <2, da je |a| > 5. Torej za n > (2 — €) /e velja

3n+1
3—en+(3—¢

|ans1| = [an] - ( > |an|.

V tem primeru je torej zaporedje |a,| od nekje dalje narasc¢ajoce zato ¢leni a, ne konvergirajo
k ni¢. Vrsta je torej absolutno in pogojno divergentna.

Pogosta napaka: Kljub veckratnim opozorilom na vajah ste nekateri Studenti uporabljali
kriterije tudi za vrste z nepozitivnimi ¢leni! Nekateri izmed vas pa ste tudi v primeru, ko je
a > 0 govorili o 'pogojni konvergenci’.

Tockovnik:
+6 Obravnava |a| < 3.
+6 Obravnava |a| = 3.

+6 Obravnava a = —

Wl Wl

+2 Obravnava a < —



5. naloga (10 tock)

o0
Naj bo > a, absolutno konvergentna vrsta. Pokazi, da je tedaj konvergentna tudi vrsta
n=1

3/n2

Poisci primer pogojno konvergentne vrste, za katero to ne velja.
Pomo¢: Za a,b € R velja 2ab < a? + b.

Resitev: S pomoc¢jo namiga ocenimo

\Y |an‘ < ‘G"H—#
Vn? ~ 2

oo oo

Ker sta tako ) |ay| kot > # konvergentni, trditev sledi iz primerjalnega kriterija. Primer
n=1 n=1

pogojno konvergentne vrste, za katero to ni res, je na primer

o0 [e.e] oo
=k Vlan| 1
Pt Dl v sl Bes
n=1 n n=1 n n=1
o0
Pogosta napaka: Nekateri ste trdili, da iz absolutne konvergence ) a, sledi, da je
n=1

lim <1 ali nh_}ngo Vlan| < 1.

n—yoo |an|

Tak zakljucek v splosnem ne drzi!

Tockovnik:
+5 Dokaz trditve.

+5 Primer pogojno konvergentne vrste.



6. naloga (20 tock)
Mnozica racionalnih stevil je stevno neskonéna, zato jo lahko zapisemo v obliki Q = {q1, g2, g3, . . .}.
Za n € N definiramo funkcijo f, : R — R s predpisom

_ 0 3 < (n,

fnl@) = { 27" x> gy

(o]
Funkcija f je podana kot vsota f(x) = Y fu(z).

n=1

(a) Dokazi, da je definicijsko obmo¢je funkcije f mnozica vseh realnih Stevil.

(b) Doloci li_>m f(z) in EI_H f(z). Svoj odgovor potrdi z dokazom!

(c) Dokazi, da je f zvezna v vseh iracionalnih $tevilih in nezvezna v vseh racionalnih stevilih.

Resitev: Vrednost f(x) je podana z vrsto. Utemeljiti moramo torej, zakaj je ta vrsta vselej
konvergentna. Za konkreten z € R sestevamo Stevno mnogo ¢lenov (absolutno) konvergentne
geometrijsko vrste, katere vsota ni oodvisna od vrstnega reda seStevanja. Zato velja

1 1
qn <z n=1
Nadalje velja
lim f(z)=0 in lim f(x)=1.
r——00 T—r00

Res, naj bo € > 0. Potem obstaja tak ng € N, da lahko ocenimo rep vrste

o0

1
Z 27 < €.
n=ng

Ker je naravnih stevil z lastnostjo n < ng konc¢no, obstaja M > 0, da velja
lgn| > M = n > nyg.

Posledi¢no za x < —M velja
oo

1
[f(z)—0[ < o <€
n=ng
Podobno za x > M velja
o0
1
1= f@)l< o <€
n=no

Podobno idejo uporabimo tudi za dokaz zveznosti f v tocki a € R\ Q. Konkretno, za € > 0
stevilo ng € N definirano na enak nacin kot zgoraj. Naj bo § > 0 dovolj majhen, da na intervalu
(a — d,a + ) ni racionalnih stevil g,,n < ng. Torej velja

o

w—al <5 |f2) - fla) < 3 2in<e.

n=ng
Nasprotno je a € Q enak a = ¢,, za nek m € N. Torej za vsak x < a velja

fla) ~ f(@) > 51

Poslediéno li}n f(z) # f(a) in funkcija f ni zvezna v a.
T /a

Tockovnik:

+4 Obrazlozitev definicijskega obmocja.
+6 Dolocitev obeh limit z utemeljitvijo.
+5 Dokaz zveznosti za a € R\ Q.

+5 Dokaz zveznosti za a € Q.



