Izracunaj odvod funkcije f.
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(2) f(x) = singtn®
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Naj bo g(x) = § arctan(:2%;).
(1) Izracunaj g'.
(2) Skiciraj graf g.
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Opazimo, da je ¢'(z) = arctan’(x). S tem si bomo pomagali pri skicira-
nju grafa g, saj je graf funkcije arctan dobro znan. Prav tako za realni
funkeiji f, g velja f'(x) = ¢'(x) — g(z) = f(z) + C, kjer je C € R
konstanta. Preostane nam, da izracunamo C'.

Vendar moramo biti previdni, saj definicijsko obmocje funkcije f ni
enako R, temvec je R\ {—1,1}. Iz tega sledi (ker je funkcija arctan
definirana povsod na realnih Stevilih):

arctan(z) + Cy,z < —1
g(z) = Sarctan(z) + Cy, -1 <z < 1
arctan(z) + Cs,z > 1,

kjer se C,Cy in C5 lahko medsebojno razlikujejo. Izracunajmo jih:
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saj je limx%—m(%) = 0. Podobno izra¢unamo
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saj je lim, o0 (72%5) = 0. Ostane e C5 = g(0) — arctan(0) = 0
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Naj bo f : R — R soda odvedljiva funkcija. Pokazi, da je [’ liha
funkcija.

Zelimo videti, da je f(—a) = —f(a) za vse a € R. Rac¢unamo po
definiciji.
fl@) = f(=a) . f(=2)—fla)
/ — =
f'(=a) lim T~ (=) lim o (upostevamo sodost f)
B e A N () B { (O BN (R ()
T—a —(-fE — a) T——a —T —aQ t—a t—a
—f'(a).
V zadnjem koraku smo uvedli novo spremenljivko ¢ := —z.

Opomba: Na enak nacin pokazemo, da je odvod lihe realne odve-
dljive funkcije sod.

Naj bosta f,g € C®°(R). Dokazi, da za vsak n € N welja (fg)n) =
ZZI:() (Z) f(n—k;)g(k:)_

Dokaz z indukcijo po n. Primer n = 1 je znano pravilo za odvod
produkta. Sedaj predpostavimo, da velja (fg)™ = 7, (Z’) =k (k)

in racunamo (fg)" V.
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Videti Zelimo, da je zgornja vsota enaka Y705 (”Zl>f("+1*k)g(k). To

storimo s primerjavo koeficientov pred ft1=%¢*) v obeh vsotah za

k=0,1,---,n+ 1. V zgornji vsoti je koeficient pred f™+%g (primer
k = 0) enak (0) =1= ("“) tako kot v drugi. Koeficient pred fgnth
(primer & = n + 1) je (Ze zaradi simetrije med f in g) prav tako enak
1= (i) = ()

Za k =1,...,n pa vidimo, da je koeficient pred "+ =% ¢®*) v prvi
vsoti enak (Z) + (,:1) = ("Zl> (Pascalova identiteta), kar je ravno
koeficient f("+1-%) () v drugi vsoti.

Enakost vsot je s tem pokazana.

Izracunaj limite.
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pri ¢emer n-krat uporatimo L’Hopitalovo pravilo.
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Naj bo f(x) = x* bm( ). Razsiri f do zvezne funkcije f; : R — R.
Ali je f1 odvedljiva? Je zvezno odvedljiva?
Ker je lim, o f(z) =0, je f; enaka:

filz) = {(j;(x) ’z i g



Ocitno je fi(z) = f'(x) za x # 0, torej je f1 za take x odvedljiva.
lim —fl(m) — /1(0) = lim L sin(;)
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=0.

Torej je f1 odvedljiva tudi v ni¢. Todaker 0 # lim,_o f{(z) = lims zsin()—
cos(%), saj zadnja limita ne obstaja, f{ ni zvezen v nic.

Naj bo p : R — R realni polinom stopnje n, ki ima same realne
nicle. Dokazi, da ima tudi p’ same realne nicle.

Najprej resimo nalogo za primer, ko ima p n razli¢nih realnih nicel,
ki jih oznac¢imo z x1 < x3 < --- < x,. Po Rollovem izreku za vsak
i=1,...,n— 1 obstaja nicla y; € (x;,x;41). Torej ima p’ vsaj n — 1
razlicnih realnih nicel, ker pa je n — 1 stopnja p’, sklepamo, da ima p’
same razlicne realne nicle.

Resimo nalogo Se za sploSen polinom stopnje n z n realnimi, morebiti
veckratnimi niclami. Piemo p(z) = a(z —z1)" (x — z9)2 - - (z — ) k.
Velja ki + --- k; = n. Najprej pokazimo, da za vsak 7,1 < i < [ velja,
da je x; vsaj (v resnici to¢no toliko) (k; — 1)-kratna nicla p’. Res, p
lahko zapisemo v obliki p(z) = (z — x;)*g(z), kjer je g(z) polinom, ki
v 2; nima nicle. Odvajamo in dobimo
p'(x) = ki(z—a)" g(a)+(x—m) "y (x) = (w—x)" " (kg () +(x—21)g' ().

Tako kot zgoraj iz Rolleovega izreka sledi, da za vsak i p/'(y;) = 0 za
nek y; € (x4, 7,41). Stevilo realnih nicel p’ je torej vsaj S>t_, (k; — 1) +
Il—1=n—-1+1—1=mn-—1,in ker je to enako stopnji p’, je naloga
resena.



