Veckratni integral

Dvojni integral

Fubinijev izrek:
Ce je f integrabilna na [a,b] X [c,d] in y — f(x,y) integrabilna na [c, d] za vsak x € [a, b]:

/ f(@,y) dfcdy—/b /df(:v,y)dy dx

[a,b] X [c,d]

Ce je f integrabilna na [a,b] x [c,d] in z — f(z,y) integrabilna na [a, b] za vsak y € [c, d]:

//fl'ydﬂfdy—/d/ f(z,y) do | dy

[a,b] X [c,d]

Naloge
1. Izracunaj dvojni integral [[ zy-+y? dady, kjer je Q stirikotnik z ogliséi A(0, 0), B(4,0),
Q
C(4,2) in D(0,2).
2. Izracunaj integral [[ zy dxdy, kjer je D omejeno obmodje med krivujama y = 222 in
D
y=2.

dzdy, D = {(z,y) € R? | ztanz <y <z, 0 <z < U}

3. Izracunaj integral [[ e
D

4. Izracunaj integral [ f — dxdy

y<2z
<2y

5. Na dva nacina (dva vrstna reda integriranja) izracunaj integral [[ e * dady.
z>2y>0

6. Izracunaj integral [ [ e~ (49" dudy
00

7. Zamenjaj vrstni red integriranja:

x+1
f dx f f(z,y)
2 4—z2



fdxffxy

1—x2

4 2z—3
d) 2f de [ f(x,y) dy

Uvedba novih spremenljivk v dvojni integral

J[ sty dwdy = [[ statwv).hw ) -19] dude:
D A

99 9g
ou  Ov
J = , A je obmocje D, zapisano v novih spremenljivkah
Oh  Oh
ou  Ov

Polarne koordinate

T =TCcosp

=rsingp

r>0,0<p<2m J=r
Premaknjene polarne koordinate

T=a-+T7Ccosp

y=>b+rsingp
r>0,0<p<2m J=r
Naloge

8. Izracunaj integral [[ z dzdy, kjer je D obmocje v prvem kvadrantu (z > 0, y > 0) in
D

je omejen s krivuljami z =y, z = 9y, xy = 1 in 2y = 4.

9. Izracunaj integral [f x%yQ dxdy.

1<x®y?<2
z3y>3
10. Izracunaj integral | [(z —y) e~ @) dyda
00
11. Izraéunaj ff W dl’dy
z,y>0
22 4yt<d

12. Izracunaj integral [[\/(z+ 1)2 + (y + 1)? dady, kjer je D krog s sredi§éem v iz-
D

hodiséu in polmerom v/2.



Trojni integral

D ... obmocéje v prostoru D : h(z,y) < z < g(z,y)

/ / / fla,y, 2) dedydz = / / /h j(y)y) fla,y,2) dz) dzdy
D A )

Volumen telesa D: V(D) = [[[ 1 dxdydz
D

Naloge
13. Izracunaj volumen telesa, ki ga omejujejo ploskve 2 = 0, 2 = y, y = 1 — 2% in

y =2 — 222

14. Izracunaj integral [f[ 1 dadydz.

<2
x2<y<x3
y<z<zy

15. Izracunaj [[[(x+y+ 2z + 1)7% dedydz, kjer je
1%

Vi={(r,y,2) €R® | 2,9,2>0, 2 +y+2z<1}.

Uvedba novih spremenljivk v trojni integral

/// f(x,y, 2) dedydz = /// fglu,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)) - |J| dudvdw;

99 99 99
ou v ow

J—| o on on

5 or e | A je obmocje D, zapisano v novih spremenljivkah

ok Ok Ok
ou ov ow

Cilindriéne koordinate

T =1TCosp
y=rsingp
2=z

zeR,r>0,0< <2, J=r
Premaknjene cilindri¢ne koordinate

T=a-+T7cosp
y=>b+rsinp

zZ =2z

2ze€R,r>0,0< <21, J=r



Sferiéne koordinate

X = TCOos pcos v
y = rsingsin ¢

2 =TCosp

r>0,0<p<2m, -2 <9<Z%, J=r’cosd

Premaknjene sfericne koordinate

T =a+rcospcost
y=0b+rsinpsinv

2 =17cos
r>0,0<p<2m, -3 <9< I J=r?cos?

Naloge

16. Izracunaj prostornino telesa

T— {(x,y,z)€R3 1<a’44°<4,0<z< %}

ety

17. Izracunaj prostornino telesa

T:{(m,y,z)€R3 | 2% 4+ 9* <22, 0 <z <y, yzO}.
18. Izracunaj prostornino telesa

T={(zy,2) eR* |1 <a®+y*+2° <16, 2* +y° < 2% 2>0}.

19. Izracunaj prostornino telesa

T={(x,y,2) eR} |1 <a?+y*+22<16, 2> +9*> < 2*}.
(Y Y



Resitve
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4 Integral ne obstaja.
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