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RazseZnosti podprostorov

Naj bo V' kon&no-razseZen vektorski prostor. Njegovo razseznost oznadimo
z dim V. Lahko jo definiramo na ve& ekvivalentnih na&inov:

@ Kot minimum moci ogrodij za V.
o Kot mot¢ katerekoli baze za V. (Vse baze imajo enako mot.)
@ Kot maksimum mo¢i linearno neodvisnih mnozic v V.

Ce V ni kon&no-razsezen, potem pigemo dim V = +oc.
Trditev

Ce je V kontno-razsezen vektorski prostor in &e je U vektorski podprostor
v V, potem je tudi U konéno-razseZen vektorski prostor in dim U < dim V.

Dokaz: Naj bo n=dim V. Ce dim U = +co ali &e dim U > n, potem U
nima ogrodja z < n elementi. Torej obstajajo taki uy, uo,...,upr1 € U da
w1 € Lin{}, up € Lin{w1}, us &€ Lin{uy, o}, ... ,upy1 & Lin{uy, ..., up}.
Po Trditvi 3 od zadnji¢ odtod sledi, da so vektorji uy, up, ..., up+1 linearno
neodvisni v U (in zato tudi linearno neodvisni v V). Toda vsaka linearno
neodvisna mnoZica v V ima najvel n elementov. To je. protislovje. [
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Trditev (Dimenzijska formula za podprostore)

Ce je V konéno-razsezen vektorski prostor in ¢e sta Uy in U, vektorska
podprostora v V, potem velja naslednja formula

dim(U1 TF U2) =dim U; +dim U, — dim(U1 N U2)

Dokaz: Naj bo fi,..., fx baza za podprostor U; N U>. Naj bo g1,...,g
njena dopolnitev do baze za Uy in naj bo hy,..., hy njena dopolnitev do
baze za U,. Dokazali bomo, da je f1,...,fx,g1,-..,8, h1,..., hy baza za
Ui + Us. Potem je dim(U; + Uz) = k+ 1+ m, dim(U; N Us) = k,
dimU; = k+ /indim U, = k+ m. Torej formula v trditvi drZi.

Pokazimo najprej, daso f1,..., fc,g1,...,8, h1,..., hy ogrodje za
Us + Us. Po definiciji vsote dveh podprostorov lahko vsak vektor
u € Uy + Uy izrazimo kot u = uy + wo, kjer uy € Uy in up € Us.

Ker je fi,..., fx,&1,-..,& baza za Ui, lahko izrazimo u; kot linearno
kombinacijo f1, ..., fk,&1,---,&. Kerje fi,... fx,h1,..., hy baza za Uy,
lahko izrazimo wuy kot linearno kombinacijo fi, ..., fx, h1,..., hy. Torej
lahko u izrazimo kot linearno kombinacijo fi,..., f,g1,--., 81, h1y- .oy hm.
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Pokazimo %e, da so fi,...,f, &1,.., & h1, ..., hm linearno neodvisni. Ce
arh+...+afk+ g1+ ...+ 6818 +7h+ ...+ ymhm =0, potem
arf + ...+ arfe + 51g1 + ...+ 5/g/ = (—’)/1)/11 + ...+ (—’ym)hm leZi v
Ui N Uy (ker leva stran lezi v Uy, desna pa v U,.) Torej obstajajo taki
skalarji 01,...,0k, da je (—"yl)hl + ...+ (—’ym)hm =01+ ...+ 0kfk.

Ker je fi,...,fx,h1,..., hy baza za U, odtod slediyy =... =7, =0
(in 01 :...:5k:0). Sledi alfl—i—...—}—akfk—i-ﬁlgl—{—...—i-ﬁ/g/:0.
Kerje f1,...,fk,g1,...,8 baza za Uj, odtod sledi @y = ... = a, =0 in
b1 =...= By = 0. Dokaz linearne neodvisnosti je s tem kon&an. O

Posledica dimenzijske formule

Za vsaka podprostora U; in Uy v V velja dim(U; + Uz) < dim Uy +dim Us.
Enalaj velja natanko tedaj, ko je Ui N U, = {0}.

Dokaz. V dimenzijski formuli upo¥tevamo, da je dim(U; N Uz) > 0 in da
velja dim(U; N Uz) = 0 natanko tedaj, ko je Ui N U = {0}. O

Opomba: Dimenzijsko formulo lahko posplosimo tudi na tri podprostore:
dim(U1 + U + U3) =dim U; +dim Uy + dim U3 + dim(U1 NU>N U3)
— dim(U1 N U2) — dim(U1 n U3) — dim(U2 N U3)
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Direktne vsote podprostorov

Pojme linearne ogrinjale, ogrodja, linearne neodvisnosti in baze lahko
posplosimo iz vektorjev na vektorske podprostore. Terminologija ni ista.

Posplositev pojma linearne ogrinjae vektorjev je pojem vsote vektorskih
podprostorov.
Definicija vsote vektorskih podprostorov

Vsota vektorskih podprostorov Uy, ..., U, (nekega vektorskega prostora)
je vektorski podprostor

Ui+...+ Uy ={ni+...+up|us€l,...;up € Up}

Opomba: Vektorske podprostore Ui, ..., U, lahko smatramo za “ogrodje’
vektorskega prostora V, ¢e lahko vsak vektor v € V na vsaj en nadin
izrazimo kot v = uy + ...+ up, kjer uy € Uy, ... u, € U,. To velja
natanko tedaj, ko je V=U; +...+ U,.
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Definicija (interne) direktne vsote podprostorov

Vsota vektorskih podprostor Ui, ..., U, je direktna, &e za vsake vektorje
vi,wi € Ug, ..., Vo, wp € Uy, kizadoS€ajo vi + ...+ vy, =wy + ...+ w,
vellavi =wy, ..., v, = w,.

Opomba: Vektorske podprostore Ui, ..., U, lahko smatramo za “linearno
neodvisne”, e lahko vsak vektor v € V' na najve€ en nalin izrazimo kot
v=u + ...+ up kjer uy € Uy, ..., u, € U,. To velja natanko tedaj, ko
je vsota U; + ...+ U, direktna.

Opomba: Eksterna direktna vsota podprostorov U, ..., U, je definirana
kot mnoZica vseh n-teric (u1,...,up), kjier uj € Uy zavsak i =1,...,n.
Oznatimo joz U1 @ ... ® U,. Naj bo & preslikava iz Uy ®...® U, v V, ki
poslje (u1,...,up) v ur + ...+ up. Njena zaloga vrednosti je ravno vsota
Ui + ...+ U,. Preslikava ® je injektivna natanko tedaj, ko je vsota

Ui + ...+ U, direktna. Torej lahko preko ® identificiramo interno
direktno vsoto Uy + ...+ U, z eksterno direktno vsoto U1 & ... P U,.
Zato tudi interno direktno vsoto ozna¢imoz U1 @ ... ® U,.
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Osnovni primer

Za vse vektorje vq,...,v, v V velja

Lin{vi} + ...+ Lin{v,} = Lin{wy, ..., vs}

Torej so vektorji vy, ..., v, ogrodje za V natanko tedaj, ko velja
Lin{vi} +... + Lin{v,} = V (< Lin{wi }, ..., Lin{v,} so “ogrodje”).
Nenicelni vektorji vi,...,v, v V so LN natanko tedaj, ko je vsota

Lin{wv1} + ... + Lin{v,} direktna (< Lin{vi },...,Lin{v,} so “LN").
D: Vsota Lin{v1 } + ... + Lin{v,} je direktna natanko tedaj, ko za vsake
skalarje a;, 3; velja, da iz ajvi + ... + apvy = f1vi + ... + BV, sledi
aivi = f1iva, ..., apVvy, = Bavy. Ker so vektorji v, ..., v, nenilelni je to
ekvivalentno lastnosti, da iz ajvi + ... + apvy, = B1vi + ... + Bnv, sledi
a1 =1, ..., @p = Bn. To pa je ravno linearna neodvisnost vy, ..., vp,.

Opomba: Vektorske podprostore U, ..., U, lahko smatramo za “bazo”
vektorskega prostora V/, &e lahko vsak vektor v € V na natanko en nacin
izrazimo kot v = uy + ...+ up, kjer uy € Uy, ..., u, € U,. To velja
natanko tedaj, koje V=U; & ... & U,.
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Karakterizacije direktnih vsot

Direktno vsoto vektorskih podprostorov bi radi opisali na &imve¢ razli¢nih
nacinov. Mnoge od teh opisov bomo potrebovali v naslednjih poglavjih.
lzrek (Karakterizacije direktnih vsot)

Za vsako naravno Stevilo n in za vsake podprostore Uy, ..., U, v vsakem
konéno-razseZznem vektorskem prostoru V so ekvivalentne lastnosti:

(1) Vsota Ui + ...+ U, je direktna.

(2) Ce vektorji uy € Uy, ..., up € U, zadod¢ajo ug + ...+ up, =0 (v V),
potem velja u3 = ... = u, = 0.

(3) Ceso uy1,...,u1,, bazaza Upin...inso upy,...,uUs,, baza za U,
potem so u11,...,U1,ny---,Un1,. .., Uny, bazaza U + ...+ U,.

(4) Velja dim(Us + ... + Uy) = dim Uy + ... + dim U,
(5) Zavsak i=1,...,n—1velja (U1 + ...+ U;) N Uiy1 = {0}.
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(1) = (2) Recimo da velja (1). Vzemimo take u; € U;, da velja
O=wu;+...4+u, KerveljatudiOe U;zavseiin0=0+...+0,

sledi po (1), da je uy =0,..., u, = 0. Torej velja (2).

(2) = (1) Recimo, da velja (2). Vzemimo take u;, v; € U;, da velja
n+...+up=wvi+...+ v, Odtodsledi (vg —vi)+...+ (up—v,) =0
inuj —v; € Uj za vse i. |z (2) sledi u; — v; = 0 za vse i. Torej velja (1).
(2) = (3) Recimo, da velja (2) in da je za vsak i uj1,...,u;, baza za U;.
Vsak vektor u € Uy + ...+ U, lahko izrazimo kot u = u1 + ... + up, kjer
uj € U; za vse i. Vsak u;j lahko izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev
Ui1,...,Ujn, ker so ti ogrodje za U;. Torej lahko u izrazimo kot linearno
kombinacijo vektorjev u11,..., U1, Un1,-- ., Unr,. ToOrej so ti vektorji
ogrodje za U; + ... + U,. PokaZimo $e, da so linearno neodvisni. Recimo,
daveljaajju+...+oqtig +... Fanitnt + ...+ apptny, =0.
Za vsak i oznadimo u; := aj1Uj1 + ...+ ;Ui Otitno u; € U; za vsak
iinu+...4+ u, =0. Po tocki (2) odtod sledi, da je u; = 0 za vse i. Ker
SO Uj1,...,Ujn linearno neodvisni, res velja aj1 = ... =« = 0 za vse |.

(3) = (4) Upostevamo, da je razseznost enaka moci baze.
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(4) = (5) Ce n-krat uporabimo posledico dimenzijske formule, dobimo
dim(Ur + ...+ Up,) <dim(Ui + ...+ Up—1) +dim U, <
< (dim(Up+ ...+ Up—2) +dimUp,—1) +dim U, < ...
.<dimU; +...+dim U,

Ce velja (4), potem se zaletek in konec ujemata, torej imamo povsod
enafaj. Odtod sledi, da za vsak i =1,...,n—1 velja

dim(Ul +...+ U+ U,'+1) = dim(Ul +...+ U,‘) +dim Ui

Ce za vsak i uporabimo posledico dimenzijske formule, dobimo (5).

(5) = (2) Recimo, da velja (5). Vzemimo take vektorje u; € Uy, ...,

u, € U,, davelja uy + ...+ u, = 0. Odtod sledi, da vektor

ug + ...+ up—1 = —u, pripada podprostoru (Uy + ...+ Uy—1) N U,,

ki je po predpostavki enak {0}. Torej je u3 + ...+ up—1 =0in u, =0.
Odtod sledi, da vektor uy + ...+ u,_» = —u,_1 pripada podprostoru
(Ur+ ...+ Up—2) N U,—1, ki je po predpostavki enak {0}. Torej je

up+ ...+ up—2 =0in up_1 = 0. Po nekaj korakih dobimo, da so vsi u;
enaki ni¢. torej velja (2). O
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Prehod na novo bazo

Naj bo V' n-razseZen vektorski prostor in naj bosta B = {u1,...,u,} ter
C ={wi,...,wp} dve bazi za V. (B je stara baza, C pa nova baza.)

Vsak vektor v € V' lahko enoli¢no razvijemo tako po bazi B kot po bazi C:

v=_p01u1+ ...+ Bntn (1)
V=my1w1+ ...+ YW, (2)

V tem primeru pisemo

B1 git
Vs=| : in [vle=| : (3)
Bn Yn
Konstruirali bomo tako matriko P¢. 5, da bo za vsak v € V veljalo
[vle = Peeslv]s (4)

Taki matriki bomo rekli prehodna matrika iz baze 5 na bazo C.
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Vsak element baze B lahko razvijemo po bazi C. Dobimo

U =0a11wy+ ...+ Q1awp

Up = QpiWi + ...+ QppWy

Skalarje «j; potem zloZimo v matriko
11 ... Qp1

Peep=| : (6)

Q1pn ... Qpp

)

Pozor, skalarje iz i-tega razvoja smo zloZili v i-ti stolpec (in ne v i-to
vrstico kot bi pri¢akovali). Na kratko definicijo P¢._p zapisemo kot

Pees =1 [ule ... [unlc ] (7)
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Doka¥imo sedaj formulo (4). Ce formule (5) vstavimo v formulo (1) in
uredimo, dobimo razvoj

v=p1u1+ ...+ Baun
= 51(051,1W1 +...+ al,an) +...+ ﬁn(an,lwl +...+ an,an)
= (61051,1 +...+ /Bnan,l)Wl +...+ (61a1,n +...+ /Bnan,n)Wn (8)

Ce primerjamo koeficiente v razvojih (2) in (8), dobimo

v = Bra11+ ...+ Baan

Yn = Blal,n +...+ /Bnan,n
V matri¢nem zapisu se (9) glasi
7 11 ... Qpi p1
e : : : (10)
Tn Q1p ... Qpnp Bn

Ce v formuli (10) upo¥tevamo definiciji (3) in (6) dobimo formulo (4).
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Primeri prehodnih matrik
Vzemimo dve bazi v R3

1 0 0 1 1 1
B={lo|,[1],]0|} in c={lo]|,[1],|1]}
0 0 1 0 0 1

Izra¢unajmo prehodni matriki Pe._5 in Pg.¢c. Ker je

1 1 1 1
0 =1 0O(+0-]1]+0-(|1
| 0 | 0 0 1
[ 0] 1 [ 1] (1]
1 |=(1)-[{0|+1-]1|4+0-|1
| 0 0 | 0 ] | 1]
[ 0] 1 [ 1] (1]
0|=0-]0|+(-1)-[1]|+1-]1
| 1 0 | 0 ] | 1]
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1 -1 0
velja Pcep=1| 0 1 —1 |. Izraéun Pg.¢ je preprostejsi. Iz
0 1
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
0O(=1-1]0|4+0-]1]|+0-(0
| 0 ] | 0 | | 0 | | 1]
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
1|=1-{0|+1-|1]+0-]0
| 0 ] | 0 | | 0 | | 1]
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
1|=1-{0|+1-|1|+1-]0
| 1] | 0 | | 0 | | 1]
111
sledi, da je Pg¢c=| 0 1 1 |. Opazimo, da je produkt obeh
0 01

prehodnih matrik identi¢na matrika. To velja tudi v splosnem.
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Lastnosti prehodnih matrik
Doslej smo dokazali naslednjo lastnost prehodnih matrik.
lzrek 1 (Osnovna formula za prehodne matrike)

Naj bosta B in C dve bazi konéno-razseZnega vektorskega prostora V.
Potem za vsak vektor v € V velja [v]c = Peslv]s

Oglejmo si nekaj posledic izreka 1.

lzrek 2 (Produkt prehodnih matrik)

Naj bodo B, C in D tri baze kon¢no-razseZnega vektorskega prostora V.
Potem velja Pp..g = PpecPcen

Dokaz: Naj bo B = {u1,...,un}. Upostevajmo formulo (7) in lzrek 1.

PpcPeep=Ppec| [ume - [une ]
=[ Ppeclule ... Ppeclunle ]
=[[ulp ... [udp ]
= PD<—B
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lzrek 3 (Inverz prehodne matrike)

Naj bosta B in C dve bazi konéno-razseZnega vektorskega prostora.
Potem velja (Peep) ! = Pacc

Dokaz: Ce uporabimo lzrek 2 z D = B, dobimo Pg, ¢Pc. s = Pr. 5. Po
definiciji prehodne matrike je P, 5 identi¢na matrika. Odtod sledi, da je
Pc. i obrnljiva matrika in da velja

(Pees) ™' = Psec

Posledica
Naj bosta B = {u1,...,up} in C ={wi,...,w,} bazi vektorskega prostora
F". Potem velja Pep = [ Wi o ... Wy ]_1[ up ... U ]

Dokaz: Naj bo S standardna baza F". Potem je [v]s = v za vsak v € F",

Iz formule (7) sledi PS(—B = [ [ul]g PN [U,,]g ] = [ u ... Up ]
Podobno dokaZzemo Ps.¢c = [ w1 ... w, |. Poizrekih 2in 3 je
Peep=PecsPscp=[wi ... wy ]_1 [u ... up ]
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