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Definicija linearne preslikave

Zanimajo nas preslikave med vektorskimi prostori, ki ohranjajo strukturo
(se pravi ohranjajo vsoto in produkt s skalarjem). Obicajno jim pravimo
linearne preslikave, v&€asih pa tudi homomorfizmi vektorskih prostorov.

Definicija linearne preslikave

Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F.
@ Preslikava L: U — V je aditivna, ¢e velja L(u1 + up) = L(u1) + L(u2)
za vsaka ug, up € U.

@ Preslikava L: U — V je homogena, &e velja L(au) = al(u) za vsak
uc Uinvsak a € F.

@ Preslikava L: U — V je linearna, ¢e je aditivna in homogena.

Opomba: Namesto L(u) bomo pogosto pisali kar Lu. Za linearno
preslikavo torej velja L(uy + u2) = Lug + Lup in L(au) = alu .

Opomba: Aditivna preslikava iz U v V je isto kot homomorfizem Abelovih
grup iz (U,+) v (V,+).
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Aditivnost in homogenost lahko zdruZimo v eno lastnost:

Trditev

Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F. Preslikava
L: U — V je linearna natanko tedaj, ko velja

L(a1u1 -+ O[2U2) =a1luy + arlu (1)

za vsaka ug, up € U in vsaka a1, ap € F.

Dokaz: Poka¥imo najprej, da iz linearnosti sledi lastnost (1). Ce je L
aditivna, velja L(aiug + apup) = L(agur) + L(au). Ce je L homogena,
velja L(aqur) = aqluy in L(agur) = aglup. Ce je L tako aditivna kot
homogena, potem torej velja (1).

PokaZimo %e, da iz lastnosti (1) sledi linearnost. Ce L zado¥¢a (1), potem
velja L(vn +w)=L(1-uvy+1-w)=1-Luy+1-Lup=Lug+ Lup in
Llav)=Lla-u+0-u)=a-Lu+0-Lu= alu. Torej je L tako aditivna
kot homogena.
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Primer - Projekcija na x os
Ce totko (x,y) v ravnini projeciramo na x os, dobimo totko (x, 0).
DokaZimo, da je L(x,y) = (x,0) linearna preslikava. To sledi iz
L(on(x1, 1) + 0202, 2)) = L(aixi + a2x2, a1y1 + c2y2) =
= (a1x1 + azx2, 0) = a1 (x1,0) + a2(x2, 0) = a1 L(x1, y1) + 2L (x2, y2).

v

Primer - VrteZ okrog izhodis¢a

Ce totko (x,y) = (rcos, rsin¢) v ravnini zavrtimo okrog izhodista
za kot 7 v nasprotni smeri od urinega kazalca, potem dobimo to¢ko
(rcos(¢p+ 1), rsin(¢+ 7)) = (xcosT — ysinT,xsinT + y cosT),
kjer smo uporabili adicijska izreka za cos in sin. DokaZimo, da je
L(x,y) = (xcosT — ysinT,xsinT + y cosT) linearna preslikava:
L(ca(x1, y1) + a2(x2, y2)) = L(aixi + aoxo, a1yr + aoyn) =
= ((a1x1 + az2x2) cos T — (aayr + aoyn) sin T, (ax1 + aox2) sin T + (aay1r + aoys) cos7) =
= ai(x1cosT — y1sinT, x1SiNT + y1 €osT) + a2(x2 cOST — yoSin T, x2SINT + Yo COST) =

= ai1l(x1, y1) + aoL(x2, y2).

v
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Primer - Odvajanje
Vemo, da za odvod velja

(f+g)=Ff+g in (cf) =cf

kjer je ¢ konstanta. Odvod je torej linearna preslikava iz vektorskega
podprostora vseh odvedljivih funkcij v R[22 v vektorski prostor RI2:2].

Primer - Integriranje
Vemo, da je dologeni integral definiran za zvezne funkcije in da velja

/a (£ + 2(x)) dx = / ) d + /  g(x) dx

in bcf(x)dx=c bf(x)dx
J J

Torej je fab linearna preslikava iz vektorskega podprostora vseh zveznih

funkcij v R[#b] v vektorski prostor R.

v
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Posplositve linearnih preslikav

Opomba: Ce sta U in V vektorska prostora nad razli¢nima poljema,
potem ne moremo definirati linearne preslikave iz U v V. Lahko pa
definiramo neko posploSitev linearne preslikave.

Recimo, da je U vektorski prostor nad poljem F in V vektorski prostor nad
poljem K. Naj bo ¢: F — K homomorfizem polj. Preslikava L: U — V
¢»-homogena, &e velja L(au) = ¢(a)L(u) za vsak u € U in vsak a € F.
Preslikava L: U — V je ¢-linearna, &e je aditivna in ¢-homogena.

Primer: Ce je F = K = C in ¢(z) = Z (se pravi ¢(a+ bi) = a— bi), potem
¢-linearni preslikavi iz U v V pravimo konjugirano linearna preslikava.

Opomba: Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F in naj

bo K podpolje v F. Preslikava L: U — V je K-homogena, e velja
L(au) = aLu za vsak o € K in vsak u € U. Preslikava L: U — V je
K-linearna, Ce je aditivna in K-homogena.

Primer: Konjugiranje je R-linearna preslikava iz C v C, ni pa C-linearna.

Opomba: Ce sta U in V modula nad kolobarjem F, potem linearni
preslikavi iz U v V re¢emo homomorfizem modulov.
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Linearni izomorfizmi

Definicija linearnega izomorfizma }

Bijektivni linearni preslikavi pravimo linearni izomorfizem.

Trditev 1 J

Inverzna preslikava od linearnega izomorfizma je spet linearni izomorfizem.

Dokaz: Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F in naj bo
L: U — V bijektivna linearna preslikava. Radi bi pokazali, da je tudi njena
inverzna preslikava L=1: V — U linearna.

Za vsaka vektorja vi,v» € V in vsaka skalarja a1, ap € F velja
L(alLflvl + agLfva) = L(oqu + agup) = a1l + apluy =
= a1 L(L7'v) 4 aol (L7 ve) = aqvy + aovo = L(L 7Y (aqvi + aow2))
kjer je up = L™ vy in up = L™ 1wy, Ker je L injektivna preslikava, sledi
a1l vy + anl vy = L_l(al vi + apvp)

Torej je L™ res linearna preslikava. [
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Trditev 2 J

Kompozitum dveh linearnih izomorfizmov je spet linearni izomorfizem.

Dokaz: Zados¢a dokazati, da je kompozitum dveh linearnih preslikav spet
linearna preslikava. Naj bosta L: U — V in K: V — W dve linearni
preslikavi. Potem velja

(K o L)(alul + 042U2) = K(L(alul + OéQUQ)) = K(alLul + CkzLU2) =
= alK(Lul) + 042K(LU2) = al(K o L)u1 -+ OQ(K o L)U2

Opomba: Pravimo, da sta dva vektorska prostora (nad istim poljem)
linearno izomorfna, e obstaja linearni izomorfizem iz prvega v drugega.
Iz Trditev 1 in 2 sledi, da je linearna izomorfnost ekvivalenéna relacija.
(Trditev 1 da simetri¢nost, Trditev 2 pa tranzitivnost. Refleksivnost sledi iz
dejstva, da je identi¢na preslikava linearni izomorfizem.)

Opomba: Iz naslednjega primera sledi, da sta katerakoli dva
enako-razseZna vektorska prostora nad istim poljem linearno izomorfna.
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Primer - Linearni izomorfizem iz F" v n-razseZen vektorski prostor

Radi bi dokazali, da je vsak n-razsezen vektorski prostor nad F linearno
izomorfen F".

Naj bo V n-razseZen vektorski prostor nad F in naj bo B = {vy,...,v,}
baza za V. Definirajmo preslikavo ¢p: F" — V' s predpisom

OB(X1y -y Xn) = X1V1 + ... + XV

Ker je B ogrodje, je ¢p surjektivna. Ker je B linearno neodvisna, je ¢p
injektivna. PokaZimo 8e, da je ¢ linearna preslikava. To sledi iz

¢B(a(Xl7' . ’X") +B(y17 M 7yn)) = d)B(OéXl +/8y17 o ,G{Xn +ﬁyn) =
=(ax1+ By1)vi + ... + (axp + Byn)vn = a(x1vi + . .. + Xpvp)+
+B(y1vi + ... + YaVa) = adp(x1, - -, Xn) + Bos(Y1s- - -, Yn)

Torej je ¢p linearni izomorfizem. Njegova inverzna preslikava je v — [v]z.
Po trditvi je tudi inverzna preslikava linearni izomorfizem.
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Primer - Linearni izomorfizem iz M, ,(F) v L(F", F™)

Naj bo F polje in naj bosta m in n naravni Stevili. Naj bo L(F", F™)
vektorski prostor vseh linearnih preslikav iz F" v F™. Se$tevanje je
definirano z (L1 + Lp)u := Lyu + Lou, mnoZenje s skalarjem pa z

(al)u := alLu. Naj bo My, ,(F) vektorski prostor vseh m x n matrik nad
F. Konstruirali bomo linearni izomorfizem iz My, o(F) v L(F", F™).

Za vsako m x n matriko A = [a; j| definirajmo preslikavo L iz F" v F™
LA(Xl, A ,Xn) = (3171X1 + ...+ ai nXnp, - - ->3dm,1X1 4+ ...+ am,,,x,,)

To lahko zapisemo kot Lax = Ax, kjer x smatramo za stolp&ni vektor. Iz
lastnosti matri¢nega mnoZenja sledi, da je L linearna preslikava.

Radi bi pokazali, da je preslikava A — L iz My, o(F) v L(F", F™) linearni
izomorfizem. Linearnost sledi iz

Loatsex = (@A + BB)x = aAx + BBx = alax + flpx = (ala + BLp)x
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Bijektivnost dokaZemo tako, da konstruiramo inverzno preslikavo.
Vsaki linearni preslikavi L: F" — F™ lahko priredimo m x n matriko

[ Le; ... Le, ] kjer je e1, ..., e, standardna baza za F". PokaZimo,
daje L— [ Leg ... Le, ] inverzna preslikava od preslikave A — L.
Najprej preverimo, da je kompozitum A+ La+— [ Laer ... Lae, |
identi¢na preslikava. Ce upostevamo, da je [ €1 ... € } = [, dobimo
[ Laeir ... Lae, } = [ Aer ... Ae, ] :A[ €1 ... €p ] =A
Preverimo Se, da je kompozitum L +— [ Ley ... Le, ] > LLe;...Ley]
identi¢na preslikava. Za vsak x € F" velja N
1
L[Lel...Len]X = [ Le; ... Ley ] =
Xn

=xi1Le; + ...+ xple, = L(xze1 + ... + xpen) = Lx

kjer smo pri prvem enalaju upo$tevali definicijo L, pri drugem blo¢no
mnoZenje matrik in pri tretjem linearnost preslikave L. 0J
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Matrika linearne preslikave

Linearni preslikavi med dvema vektorskima prostoroma bi radi priredili
matriko. To prirejanje bo odvisno od izbire baz v obeh vektorskih prostorih.
Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F in naj bo

L: U — V linearna preslikava. lzberimo bazo B = {u1,...,un} za U in
bazo C = {v1,...,vm} za V. Razvijmo vektorje Luy,...,Lu, po bazi C:

Lug = Qa1ivi+ ...+ a1 mVm

(@)

Lup = apivi+ ...+ QpmVm

Skalarje «j iz (2) zloZimo v matriko

11 ... Qp1

[Llees = 57 : (3)

Q1m ... CQnm

ki ji pravimo matrika linearne preslikave L glede na bazi 5 in C.
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Opomba: Bodite pozorni na to, da smo skalarje iz i-te vrstice v (2) zloZili
v i-ti stolpec v (3). To si najlazje zapomnimo tako, da (3) zapi¥emo kot

[Lees = [ [Lu]e .- [Luple ] (4)
kjer je [v]c stolp&ni vektor iz koeficientov razvoja vektorja v po bazi C.

Opomba: Do definicije matrike linearne preslikave lahko pridemo tudi
preko linearnih izomorfizmov. Kompozitum linearnih preslikav

Fros, by le, pm

je linearna preslikava qﬁgl oLogpiz F"v F™. Linearni izomorfizem iz
L(F", F™) v M n(F) ji priredi matriko

[ (6t oLogs)(er) ... (ég'oLodp)(en) ] (5)
Ker je (qﬁ oLopg)(e) = C_l(L(¢B(e,-))) = qﬁgl(Lu,-) = [Luj]c za vsak
i=1,...,n, se matrika (5) ujema z matriko (4).
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Primeri matrik linearnih preslikav

Primer
Naj bo U vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 3 in V

vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 2. Za bazo prostora U
,x3}, za bazo prostora V pa C = {1, x,x%}. Naj bo

vzemimo B = {1, x, x?

D: U — V odvajanje polinomov. I5¢emo matriko [D]c.z.

Razvijmo vektorje D1, Dx, Dx?, Dx3 po bazi 1, x, x2. Velja

Dl = 0 = 0-14+0-x+0-x?
Dx = 1 = 1-14+0-x+0-x2
Dx? = 2x = 0-142-x+0-x?

X2

Dx} = 3x2 = 0-14+0-x+3-
Torej je

[D]C<—B =

o O O
O O =
onNn O
w o O
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Primer

Ce smatramo C za vektorski prostor nad R, potem je konjugiranje linearna

preslikava iz C v C. Za bazi vzemimo B =C = {1,i}. Velja
1=1=1-1+0-i

—i=0-14+(-1)-i

i

. 1 0
Potem je [L]cen = [ 0 -1 ]

Primer

Naj bo A m x n matrika nad F in naj bo Ly linearna preslikava iz F7 v
F™, ki je definirana z Lax = Ax. Naj bo B={ey,...,e,} standardna
baza za F" in C = {f1,..., fm} standardna baza za F™. Velja

Laes = Aep = a1 = 31,1fi S R = am,lfm

Laep, = Aep=apm =a1pfi+ ...+ amnfm
y
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Torej je

[LAlcen = : : =A

dm1 .- dmn

Primer
Naj bo V vektorski prostor in naj bo idy identi¢na preslikava iz V v V.
Naj bosta B = {u1,...,up} inC={wv1,...,v,} bazi za V. Razvijmo

id\/(ul) =Uu =a11V1+ ...+ Q1Vn

idy(up) =un=0anivi+... +Qnnvs

Dobimo enake razvoje kot pri definiciji prehodne matrike. Torej je

ai1 ... Opi

lidv]een = : : = Peen

Q1pn ... Qpp

El
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Lastnosti matrik linearnih preslikav
Matrike linearnih preslikav imajo podobne lastnosti kot prehodne matrike.
Izrek 1 - Osnovna formula

Naj bo L: U — V linearna preslikava in naj bo u element U. Naj bo B
baza za U in C baza za V. Potem velja [Lu]c = [L]c—B[u]B-

Dokaz: Razvijmo vektor u po bazi B = {ui,...,u,}. Dobimo
u=pPrur+ ...+ Bpupy (6)
Ker je L linearna preslikava, iz (6) sledi
Lu= piLluy + ...+ Bnlu, (7)
Za vsak i =1,...,n razvijmo Lu; po bazi C = {vy,...,Vmy}. Dobimo
Luj=aiivi+ ...+ & mVm (8)

Ce razvoje (8) vstavimo v razvoj (7), dobimo

Lu=Bi(ocaavi+ ...+ a1,mVm) + ...+ Ba(@nivi + ... + anmVim)
= (Blal,l +...+ ﬁnan,l)vl +...+ (51a1,m +...+ 6nan,m)vm (9)
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1z (9) sledi

Bro11 + ...+ Bpan

[Lule = : =
Brorm + ...+ Bnttnm
a1l ... Qpi p1
= : o | = [Leesluls
O1m .- Qpm Bn

Izrek 2 - Matrika kompozituma linearnih preslikav

Naj bodo U, V in W vektorski prostori nad istem poljem in naj bosta
L: U— Vin K: V — W linearni preslikavi. Naj bo B baza za U, C baza
za V in D baza za W. Potem velja [K o L]p 5 = [K]prc[LlcenB

Dokaz: Naj bo B = {u1,...,un}. Po formuli (4) velja
[Kollpeg =] [(KoL)ulp ... [(KoL)unp |
=[ [K(Lu)lp ... [K(Lun)lp | (10)
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Po izreku 1 za vsak i = 1,...,n velja

[K(Lui)]p = [K]p«c[Luilc (11)
Ce (11) vstavimo v (10), dobimo
[Kollpen = [Klpec[lue ... [Klpec[lun)e | =
= [K]pec [ [Lugle ... [Lun)e ] = [Klp«clllees
Pri tretjem enalaju smo uporabili formulo (4). O

Izrek 3 - Prehod na novo bazo

Naj bo L: U — V linearna preslikava. Naj bosta B in B’ bazi za U ter
Cin C/ bazi za V. Potem velja [L]C’<—B’ = PC’(—C[L]C<—B (PB’<—B)_1

Dokaz: Najprej zapisemo L kot idy o L oidy. Po izreku 2 velja

[idy o Loidylerp = [idv]crc[Llceslidu]ss

Upostevajmo Ze [idy]crec = Perec in lidulpes = Pper = (Ppren)
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