METRICDI PROSTOR w40t

Hetreni prostor (1, e neprergnamnozica M, stopay s prestitavo d, ki zadosta atsiomom metite -
Hi: dlxy)z0

M2: d(xyql=0 & x=y
3 dly) = dlyec)
a: dlxz)e dlxy)rdlyz)
frogle s sredistem v x In polmerom r y mehikid:
Odprtar broglas Klxr)= {y; dixy)=rd
Eeprtan kogjlas Elxr) = dy; dlxyler]y

@ Katere preslikave dolocajo metriko na R?
(a) d(z,y) = [2* — ¢?|
(b) d(z,y) = 2|z —y|
(c) d(z,y) = min{2, |z —y|}
a) dlay)= -y
Wi: dixyl20 zadi absolutne viedncsti /

12: dlxy)=0® [¥-¢|=0 @ R-* =0 & g=¢ & x=ty [/
NI HETRILA !

b) dlxy!=2Mx-yl
MM: dlxy) 20 earadi absolotne viednosti ¢
t2: dly) =0 & 2lx-yl=0 & [xyl=0 & %xy=0 & x=y
M3 : dlsy) = 2y 1= 21-(yx) =2 ly-x | = d(yx) v

16 dlx,2) =2 Ix-2[= 2-[(x-y) [y-2)| € 2- (Ix-yl+ ly-21)=2Ix-y [+ 2-ly-2l= dlxy)+d(yz)
JE METRILAY



C) d[}((\”: mm{Z.IX'y&
U dlxg)= mind2,1x-yly 20 «

i
o ©

2+ dlxy)=0 & min{zlxylh=0 & Ixyl=0 & xy=0 & xzy v
I3+ dlxy)= min 32, lx-y 15 = min {2y} = dlyx) v
6+ dlxe dlxads diyz)
Jemo : dlxyl£2 = bxy
A dlxyl=2 ali dlyzl=2 2 dlxyl*d(yz) 22 in dlxz)<2
3 dlxzle2 < dlxy)* dlyz) ¢
]

2. dlxy)2 n dlyeleZ 2 dlxy)tdlyel = Ix-yl+ly- %\ > ezl
dlyzl=min {2, 1x-8\5 £ Ix-2| = d(xy)+dlye) v

-

@ Naj bosta M = (0,00) ind : M x M — R, ki je podana s predpisom d(z,y) = |2 y% .

(a) Dokazi, da je (M, d) metriéni prostor.
(b) Dolodi krogli K(1,}) in K(1,2).

a) (ttd) metricai prosfor

H#@
A _ 1
d metrika na _ dlxyl= |5~ 7

td: dixy) 20 zaradi absolotne yrednash v~
2: dlxy) =0 & ,"A'I O Xz"‘O & xz‘;'{'z & lxlﬂy\‘? x=y /

xy € H=(02)

i3 cl(x.\/] = |;%’§1?| lyiz v d(y,x)
ité: dlxe)edlxy)rdlye)

T
b 5] la- -8 1

d(x.y]’rd(y,z) v

—— —

2 z




b) KU.%} =

(%) = dyen; Jly) <t = dyehty (/1'%"43

A4
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I e ot <
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%_ciy{-z T
2 G < Sy*
3y =9 z 2
et y< (& ) 7 3
- /\\ I°®
ye[/(léj y € (%'A)

L 4= (%)

Cldzl= yetty dly)e2h = yer |)-41=2Y

A. iLs/[: y24 ?.M o<y </
1 9.
1—;’—252 A=l
1 - LL£3
_.y_z__/( v
c (A
4_2%_/1 1edy
Vedno y7-€"
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@ Da maozici N=(0.02)* defiramo d-HxH >R spredpsom d(x.y): [ % [« gl
al fokazi dac (td) metieni prostor.

b) leraéoncg‘ in 5Uclrad‘ V().

a) H¥QV

£ &
: dlxylz0 v (I~l+(~120)

2 dlgyl=0 & |ukl+lnkl=0 @ lnkl-0n nkl-0 &

& lny;*fO in ln',%=0 S ,!{:,=/1 in %=/1 E =X i =X ® %7y

5 dlgg) = T %ls nBl= -kl - 8= Jole e ln(s7] - Tkl L 51
= dlyx) v
Me: dlyxe)e d(g,1)+_<4£¥._a_)
o211 551 sl Doy - o -

= hnz;lny,,+|nv.,‘|nx4| + ||n'ez-|ny2+|nyz-|nle 2
& lnz,~ Jnya ) + gy~ Inxal * linz,=Iny, 1+ oy, lnx, | =
a3 AR AR ) %F“n%l’
= (1o 0% 1)+ (125 )¢ a1

=c”1.§_)*‘d(&.ﬂ /
b) () A1 = Ylxybett | limel¥ llnyled

L) hxz0 nbhyz0: Ixilnyed & hixyled © xyce & y<§ zax#0

2) Ihx20 in lhy<0: Ix-hy<d & hf<l o §e & y’é

2) k<0 in ly20: -lx+hy<d & ht<d & f<c & yeex

4
&) Inx<O in |ny¢O= -)nx-)ny4/1@ In;A.'y‘éA =) %;C & y’ex






HETRIKE d, 5201

d, metrike na R™:

n 1/p
dp((‘tll e yzn)v (y1,--- vyn)) = (Z sz - y;l") ip=1

i=1

doo((z1, -y 20), (Y1, - s Yyn)) = max {|z; — yi|,... |20 — ynl}

Metriki d; pravimo manhattanska, metriki d, evklidska, metriki d., pa maksimum metrika.

Naj bo p > 1in a < b. Integralska metrika d, na prostoru Cla, b| zveznih funkcij na
intervalu [a, b] je definirana po predpisu:

a,(f,9) = ( / 1f(z) - g(z)Pdz)".

Maksimum metrika d,.:
d(f,9) = max | f(z) - g(2)|-

@ Katera tocka na premici y = 2z + 1 je najblizja tocki (0,0) v metriki d,, dy in d.?

9.(x) = d; ((x 2x+4), (0,0))

d,: £, (x) = da ((x, 2x+4), (OlO)) = [x-0l¢ [2x+4- Ol = Ix|+ [2x 4]
iscemo minimom Yonkege £,

ﬂ[x] -3x-4 xt/ 3x+/

-x-2x-/ -XtIx A { xt2x+/
X - 0

NI T

qra? fa()ﬁ\ K

2> locta (’/21"0)

minimum
-4
VX=-3

R
>\

fako se to Crogle s srediscem v
vide s 0.0\ v metriki d, -

pomog(o
krogel 7




&yt £ ) ‘"ﬂlx-o\)z [2¢+4-01) '{x b (zxr )’
20120+ k) doseze minmom & £} (x| doseze minimum

k)= €, (x)= x4 (2x+4) "
FY(x) = 2x+200x+4)+2
F(x)=0 & x”f—

2 focken (-&,%)

= 2x+8x+ G =A0x+ &

oo Foulx) = max { Ixl, 12xt41}

Ix[ 2 12x+4| ée - e x20:  x22x¢d 3 xe-d /
x¢0: -x22x+4 9 3x<-1 5 xe-
xef Z 3)

« xem7r ~x22xA ? x24I xe(-4-%)

-

oy
N
Gua

ce xe(-4,-3

_— minimom v x='3’—'




@ a) Poisci vse tocke v (R?, dy), ki so enako oddaljene od (1,0) in (0, 1).
b) Poisci vse tocke v (R?,dy), ki so enako oddaljene od (1,1,1) in (1,2,3)

o) d,((xy) (1.0)) = 4, ((xy), 0.4
[ty = eyl [©
ool g

X=
b) Az((x;y,z), (14.4)) = dz((x.y(z)l U.?.B”

JGA el AT w1 =Gt P 2l (2 51/
(x/ﬁ (-1 (z-41t = ()714’{+(y-2)2+(f*3\1
)//-Zwa‘r;/f—Zz +1 = }/Z-‘(y“(*‘ ?{— 6z +3

Qy-22+2 = -Gy- 6z +4>
2y +t4z =/
iz = M-2y

-2y
Ty



@ Naj bosta f(z) = z* in g(z) = 2 — 2%
a) Naj bo M =C([—1,1]). Izracunaj d,(f, g) in dw(f, g).
b) Naj bo M = C([—2,2]). Izracunaj d,(f, g) in d(f, 9).

1 41 O
a\ d/[ (fIQ) = g|f(><) ’q[x\\clx = g’)ﬁg"')('z'Zl&)(: /—\VJ\_—/'\
; 1 vl
- SR dx = (5 +2,<)\4 toxlrad
_ yio)
<A ()2 ()= 5 B
Ao [Big)= max  [£(x)- -0\ = max 13x-2\
~dex<A -4ex &
(#42-2)'20  Ax=02 @2 x-2=-1
3x)x =0 2.x=-% —3)&3”(?’2—:"2'8;(“'%’2: ;8‘-‘%*‘42‘2:2_’%
% (3x+2)=0 121> -5 |

bandidedi zcc max+ 0,-%, 4,4 =l xx-2= 0
x=A: Rexl-2=-2
S dpe (ﬁqV 2

2 1 2
b) d,[£ig) = § 180-g()ld = 5 2 =gl + § 1#6d-q L)l dx =

1 a « & 2
=§( 2&2)&;<+§(;@+x -2)dx = ( “?*Z&?l* (%"3‘2&*
ddep- (Eef ) e okof-(4052)-

=-2§25r2204= N e Tt Y

doo (f |= max  |f)- g(x\l—/{o

-2ex€?
5 #(2)-q() =40 1f(0)- ql oh=2_
bandidati: 0,-3,-2, 2 )f(Z)—q FI=6  [gLY)-qFRl= &



Odprtost /zaprtost mnozice v metricnem prostoru

Naj bo A podmnozica metricnega prostora.

Notranjost mnozice A sestavljajo tiste toCke a, za katere obstaja krogla K(a,r),
ki je vsebovana v A.

Zunanjost mnozice A sestavljajo tiste tocke a, za katere obstaja krogla K(a,r),

ki ima z A prazen presek. Zunanjost mnozice A je torej notranjost njenega
komplementa.

Rob mnozice A sestavljajo tocke, ki niso niti notranje niti zunanje, t. j. tocke a,

pri katerih vsaka krogla K (a,r) vsebuje tako tocke, ki so v A, kot tocke, ki
niso v A.

Mnozica A je odprta, ¢e so vse njene tocke notranje, torej ¢e ne vsebuje nobene
svoje robne tocke.

Mnozica A je zaprta, Ce vsebuje vse svoje robne tocke.

@ Za spodnje podmnoZice metri¢nega prostora (R?, dy) ugotovi, ali so zaprte/odprte:

(2) A={(z,y) €R| (z— 1+ (y—1)2 < 1} DI+ reemishi S¢
(b) B={(z,y) €R? (z— 1)+ (y—1)*< 1} za (R4 d))
(¢) C={(z,9) €R? (z— 1)+ (y—1)* <1, y > 1} namiq

d) D={(z,y) eR? (z - 1)+ (y—1)*< 1, y>1}

(e) E =R x {0}

.......
—————
- ~o
e .,

) (X,y)eA 7 Az[()w):(lf.“)‘lf,
5 Kby <A za r- /"dz((;y\.u.m

——

.
A
¥ 4'd‘((2yl (1)
L]
L)

{ %
Sy

3 A e odprta (15 njene fozke so notrange)

—"'

1 " (2M¢A. Dajbo 270 poljoben. Teday je (2-2.4)el(za,E)nA 3
3 (2.) robnet fozka mnozice A

5 Anizapria [ne seboge vach sujih robnth fozk).

A\

o bratko = rob mogice A e kronica s stediscem v (4d) in polmerom A.
rob v celoti let zonaf mnoZice 4 3 use focke mnodice A so otranje 3 A je odpria
? Ane useboje vseh sueyth robnih tock 24 ni zapric




dy(lxy),(44))-1
r

N ML
b) / * (24)€B. (24)robnatozka mnozice B (polraicmo kot v @) primerv )
3 B ni odprta ( Wsebyje usatj eno robno fozto)
4 -
\ * Bje zoprta © B je odprtu ¢ (xy)e B % d, (ixy), ua))>4
C yhld)) -4
1 > 3 K((z.d).r) <B =z r= %t v';‘ 4) ”%0
n

3 ysaka tozka (xyleB© je no’rranj'a totka mnozice BS
3 B¢ odprta

Na kratko: rob mnoZice B je kroznica s stediséem v ((4) in polmerom 4.
rob v celoht le2i znotray mnozice B> Bje zaprta
3 use totke mnogice B niso notranje ® B oi cdprin

=
-~
.

Tocki (d)in (1,2) st robni fozki mnozice C.
(potazemo kot za focko (24] v ) in b) primerv )

(1.4) * (Ud)eC > Cusebyje sg(eno robno tocto 3
3 use ioct‘e mnoZice C niso noiraruc 3
5 9 ( ni odprta
a *[121£C 3 C ne useboje useh syojih robnih fock 2
9 C i zapria

v

N\ e ‘
d) .- - (12€ D 3 Dt zapria ﬂwm

* xy)€Dd Vliyh)eD ea r=min{4'—d’g&—m; yiiﬁ
? Dje odprtee

\

e tratto: rob mnogice D je unjjor zqormje polovice kroznice s siediscem v (44)in polmerom 4
in daffice {lx,d); xel-4,41Y
b v celofi lezi 2unay mnozice D 9 Die cdpric
(rob mpragna miozica) 3 D zaprta

2 vse focke mnoeice E so robne 3 niso no-han\(c
3 3 Eni odprica . | .
G - lyeLt? K&mv\.r)CE are 9L odpra 3 £ zaprig

C’) YJ\ '(x.y]e E'J'c obna focka mnogice £




10. Na realni osi, opremljeni z obiajno metriko, gledamo mnozice: A; = {42}, A, =
[42,43), Az = {l/n YOS N}, Ay = AgU{O}, As = ZU(I,Z), Ag = ZU(3/2, 2)
in A7 =R\Z, As=R\Q, Ay=QnN(0,1). Za vsako od njih dolo¢ite notranjost

in rob ter Se, ali je odprta in ali je zaprta. Dolo¢ite to Se za interval (0, 00), ki ga d C{ ’{’
gledamo kot podmnoZico metri¢nega prostora R \ {0} z obi¢ajno metriko. oQatNA &
/ UC(SO
* A=dad “ ,
|'A
L(Anr) ¢ Ay 2a 120
nofranost * @
rob: A,

N K(Anf)n /44 -'é¢ in K(Aur ]n A4C#@’ &=L PO(]UbCQ r>o0

2 Ay ni odgria (uscbod'e isa|eno robno focko)
Ay je =aprta (useboje use bne Hocte)

- 4, = [42,43) I
nofranost : (42,43)
rob: "(‘12,4323

Ay ni odprtan (@ je robnectoztay kije vsebovana y fo
Ay ni zapria (63 wbna focka, kint vsebovana v A)

¢ I43= {?1]' /'ne"“3

0 M
notranjoct - @ y
rob * “Az 0403 n_jerobne focka 0 je robreutotta
Leyib,r)op, #0 naj bo 70 polioben
Z’ nm i 3 4. ﬁtérpgul/,(o.r]n A #0
. c rer 3 L(or)a AL#O
As ni odprta E(Ric)ody #0 !
Ay ni zaprta
* AC( = 143 4] {O?j
tofranost : @ A 0t odprte

b+ Aq A je zaprio



notranjost * (4,2) As oi odprtc
rob * % As (e zopric
+he= 20 (3.2)
e o o0 o o &9 o o o o o
notreqyiost * (3,2) A, nt odprta
robcgugu {3} Ae ni Eap(ta
Ae = R\Z
nofragjost : Ay A je odprtca
rob: & A% 01 zapria
+A3= 1@
notreniost : @
rob ‘PZ < spomnimo se * g Usato fealno Stevlp a obstajor zaporede

rxcionalnih teuil; ki konverquro t o

As 1 odpria
Ay ni 2! for
‘ Ag = @ 0 (Ol“

notranjost : @ Aq ni odprtar
rob 1047 Aq nt 2apitc

(0,02 ) v prostor (PWOY, d, |

notranjost + (0,0°) 9 (0,0°) j¢ odprta mnoZica
rob * @ (0 9=\ je zaprimmnoBy



@ 7. Naj bo a > e > 0. V metriki d; skiciraj elipso z goristem F)(e,0) in Fy(—e,0) ter

polosjo a.

vﬁ\atbﬂ C’((Pse dl (TIF") t c‘z (T\ FZ)':zoh

(he-e 1+ 0yl) ¢ [kevelelyl )= 2a

x-dtxtd +2ly1= 2ex
]x*-]ll\{|=-ja
y|=a-x
34) y=a-x za y20

3.2) y=xa za y<O

] \ V4
e e A
/f.)xﬁ"c Z,)-cﬁxee 3) xze
-x+d-x-¢ + 2yl = 2cx -Krerfret 2yl =20
'ix*fly":la ]ci:]llyl’-‘Za
ly|= x+a lyl=ore
U-) y=xta BLYZO0 21.) y=ac zayzo
12) y=-x-a za y<O 2.2)y= e-a ra <0
Y
& -
¢ -ON-'C
ly|=ax
Jyl = a-x
g ® -
e
-a -e
FL i f,
_e -—a-c
ot




1%.2.202/

Ae (d) je oHEIENA 2 obstgja acll in (>0, daje A< Klar).

9. Dana je funkcija dveh spremenljivk:

1,1
—+ - sm#Fn
d(m7n):{0 'm:n'

)

a) Dokazite, da je d metrika na mnozici naravnih stevil.

b) Je dobljeni metriéni prostor omejen? Ce je, kolikSen je njegov diameter?

dmnlz0 «
d(mnl=039 m=n
m=n=>d(mn)=0 v~

a)

° d(m,nl = d[n(m)

* dlmep) = dlmnl+dlnp]
lm=p
2. "m=

dmpl=o+dlmp)
n=p: podobno
3, s raczlceni

A, 4,4
;‘,-14—%&%4-?—*?*” l/

{ _ =
b) mzns Lt < s+d=3 9 e omegen Z—dzamc’rrom%



ZVEELOST PRESLIKAN
(Hd), (H',d") metriena prostora

Preslitava £- 0= 1t' je zoezna v totti aelt glede nametiiki d n d', ze za §270. 19>0,da e
P(tlao)) = K(£6),E)

oz. za txel. dlxa)l<d 2 d'(#x) £l)) <&

freslikova £ MM glede na din d' fe CIPSCHTEEVA s konstantD g, Ce (e
'[P\l = g-dlxy) za xy el

LIPSCHTEEUA 5 EIEENA [ & ne ngjno veljor ()

18. Naj bo I: C[2,3] — R preslikava, ki funkcijo f preslika v integral f23 z? f(x)dz. Ce

C|2, 3] opremimo z metriko d;, R pa z obiajno metriko, je preslikava I zvezna? Je
Lipschitzeva?

T." Z[Z‘ﬁ‘?fﬁ
3
I: ¥ Zgif[x\dx

3
dy (8.9 glf(x)'gfx)\dx

d(1te),I(g))

(]

3 3
'Iff)'[(g)l = \§x7f/x\dx 'ng’glx)dx |:

| $l2c-g0aldx | € § 142 (8-g()) | dx =
Z 1

32
- Ll I80-g 6 1ds € S 1860-g6) ldx =
l /‘\ l
X€[Z(33

3
- 3 SI#Eg0de = 3d,[#g]

3 I je Lipshitzeua stonstanto 3

3T je Bveenat



17. Je preslikava f(z) = 4/z zvezna in ali je Lipschitzeva:

a) kot preslikava iz [0,00) v [0,00)?
b) kot preslikava iz [1,00) v [1,00)?

Povsod jemljemo obi¢ajno metriko.

f(x)=4x je BveEna na [0,0=) 3 fe 2veeng {udi na C1.0°)

!
,I\/ Toreg moramo preveriii ali e Upschrrzeva

| o5

a) ©:loo=) = [0,0°)
Ali obstajo fak g, davelo Al =g dxy) za §xyeloee) ?
BSS: x>y {("VY 5g:(x-y) 7
M cq 7
M/ g
)/\V\H'*W

‘\_+1_ i ea Vx,yefo,oa)

Xzy

ne A7
=0 £ 29! za lkodentoli g lahko nafdemo douol
/ " maghen x (dgbo\g [t bliw 0\3 da je 7% ;Sa ¢

bl £: [hoo) > T4,00) - g3s: xzy  vemo: xzd,y2/

Imoznost’ A6 () =1 -1y = 2] =

44
z =dé
é=y ‘e

~<ux

/‘\
x,y%
5 lipschitzeva s tonstanto $

Imoznost: A4 _ A . L5 dlewg) < L dixy)
d (xy) T +ly /]\
Xy 2

5 lipschitzeva s tonstanto $



ZAPOREDJA U NETRICUIH PROSTORIH
Zapowd\ge XaiXa, X5 ,... U metti€nem prostoro (H.le'g LORVGRGENTVO, ce Faell, desa HE>0
obstaja tak n. € W, da je d(xea) <& za 2 no.

? a je limita zaporedjq

Zaporedje X1 Xz,X3,.-- v metrienem prostoro (M. d) Je AOCHYJIEVO, Ce & te-o.

obsio\ja tak n.edJ, dat -eapogobna min Mo yelic dx,, Xm) €&

LOWVERGEQTIIO 5 CAOCHYJEUD

letrieni prostor je POLK), te je vsako aochyjevo zaporedse fodi fonuergcm‘no

@ UaJ' bo ¢ >9, >9. > in im % =0.
1300
Xn=[costP,., sin%)

Alije x lzonuergen’mo v evklidski metrki?

lim xo =7 ali obstaga’
nd oo

= (1,0 -
W Jm _sin Qo= 0
imcosa = 1
N3 0°

dotagimo, daje a limita

dy(xnal = d, ((costpn,slmp,,\, (4,0]\: ‘{(costpn—,”% (SInp,,—O\z :
) "coszqn - 2cos gyt A+s° Y0 {2-2c0s9n = {2 T A-costn -

N0 0509 =2 oo +sitle =42 {25078 = 2{sufl -

= 2-Isin % —nf% O

20
@50

im dy (x0.0)=0 5 xa {c konvergentno 5 tmito (4,0)

n3s0



a) 4 emetrike na B) - sHO €€
b) omejen prostor swo &

c)  ali je zaporedje A42.3,... v {c\gme’m\a konoerqen4n07

predpos’raotmo, do (e a limta

Mz 1520, Tnoell), da ue‘su dlna) <€ =z inzn,
"
A

o

d("(a\ ag 2 Z

Rej bo £° %
da)zs 2 dla)# &£

I eoporedfe £:2,3,... bl LOWIERGELTUO



@ Ah‘\gc x= (i) Z,,nzz,,:\ lonvergentno v (B3 d;)7

n500 trdimo, dat e a= (0,2) Imita 3 xq tonvergentno

n-1
im Sz,
nd oo nt+a 2

Zg20 Jn,e . dlxana)<E ea bz no

— — ——— —— — — — —— — S T e, e—— —— —

- = -4\t - -
clz(xn,a\ = d, (x0,002) = ‘“,4,-0\11—(2-",,7*%) = ‘{n"—,+[1 *n?’m "")7’ =-{5’§+(nz—?—'ﬂz w0

> &Eon\le:qrcn%no z imito (0,2)

_ (1 3\ 30+2
@ yﬂ’("{"z”” “nt-n (ani) ! qn2-4)
Ai fonuergiree v (R, \!
1, -0
im n? g = n-n+n 2n In
n'9<>° n°+N )] lrm -h,‘z_,;\'{—-{nz_n r!lg)oom.,.m/:n naoo'{—_ﬂ/;l_*"{m Z
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