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Vsebina 4. predavanja

V tem predavanju bomo spoznali pojem prvega integrala diferencialne enatbe
ter si ogledali parametri¢en pristop k reSevanju enalb.

@ Prvi integrali diferencialne enacbe, primeri

© Gradient prvega integrala je pravokoten na reitve

© Pfaffova enadba v ravnini

@ Iskanje prvega integrala

©@ Lagrangejev multiplikator

@ Parametri€no reSevanje diferencialnih ena&b

@ Lagrange-d'Alembertova enatba

@ Clairautova enaéba



Prvi integrali diferencialne enacbe

V dosedanjih primerih smo opazili, da reSitve diferencialne enagbe y' = f(x, y),
kjer je f zvezno parcialno odvedljiva funkcija na neki domeni D C R?,
sestavljajo enoparametri¢no druZino reditev y = y(x, C) v odvisnosti od
konstante C. Grafi (x, f(x, C)) teh reditev so paroma disjunktne krivulje v D.

V naslednjem poglavju bomo videli, da lokalno to vselej velja in je posledica
izreka o obstoju in enoli¢nosti reSitev zaetnega problema. Globalno to ne velja
nujno: mnoZice vseh resitev v splodnem ni mogod&e bijektivno parametrizirati z
nekim intervalom v R.

Pogosto lahko (vsaj lokalno) iz enatbe y = y(x, C) izrazimo C in dobimo
C=u(xy).

Funkcija u ima torej konstantno vrednost vzdol? grafa (x, y(x)) vsake regitve
dane diferencialne enagbe y' = f(x, y).

Vsaka funkcija s to lastnostjo se imenuje prvi integral ali primitivna funkcija
diferencialne enacbe.



Primeri prvih integralov

Enagba y’ = f(x) ima resitve y = y(x, C) = h(x) + C, kjer je ' = f, in je

C=y—h(x)=ulxy)

njen prvi integral.

Linearna enaba y’ + a(x)y = 0 ima druZino reditev

y=y(x,C)=Ce S 20t
Njen prvi integral je torej

C=u(xy)= yefxz a(t)dt.




Diskusija

Prvi integral seveda ni enoli¢no doloten. Na primer, &e je u(x,y) nek prvi
integral dane diferencialne enalbe, je tudi funkcija h(u(x, y)) njen prvi integral
za poljubno funkcijo h, definirano na zalogi vrednosti funkcije u.

V optimalnem primeru je u prvi integral z lastnostjo uy, (x,y) # 0 na D. lzrek o
implicitni funkciji tedaj pove, da je vsaka nivojnica

I'c={(x,y)eD:u(x,y)=C}, CeR

unija najvet dtevno mnogo grafov y = h;(x) nad paroma disjunktnimi intervali
x€l;CR,j=1,2,.... Kosex € [; priblizuje krajis¢u intervala /;, se totka
(x, hj(x)) priblizuje robu domene D ali pa gre proti oo (to bomo dokazali).

Ker je u prvi integral enatbe y’ = f(x,y), ima konstantno vrednost na vsaki
reditvi. Zato so y(x) = h;j(x) (x € I;) ravno resitve te enatbe, na katerih ima u
vrednost C. Ko se C spreminja, se tudi tevilo teh intervalov (in s tem &tevilo
reitev) lahko spreminja, kar smo Ze opazili na primerih v 1. predavanju.

Prvi integral s to lastnostjo se imenuje primitiven prvi integral. Obstoj takega
integrala torej prevede problem reSevanja diferencialne enaébe v na¢eloma
preprostej$i problem reSevanja algebrai¢ne enalbe.



Gradient prvega integrala je pravokoten na resitve

Ce je funkcija u(x, y) konstantna vzdol? neke krivulje y = y(x), dobimo z
odvajanjem enatbe u(x, y(x)) = c identiteto

ux (%, y (%)) 4 uy (x, y (x))y'(x) = 0.
Torej je y(x) reSitev diferencialne enatbe
ux(x,y) + uy(x, y)y/ =0 < ux(x,y)dx+uy(x,y)dy =0.

Spomnimo se, da je Vu = (ux, uy) vektorsko polje na D C R2, ki se imenuje
gradient skalarnega polja u(x,y).

Zgornja enatba pomeni, da je gradient Vu prvega integrala v vsaki to&ki
pravokoten na smerni vektor krivulje x — (x, y(x)), to je vektor (1,y(x)).

To idejo lahko posplosimo z uporabo vektorskih polj.



Pfaffova ena&ba v ravnini

Oznatimo z e; = (1,0) in e; = (0, 1) standardno bazo ravnine R?. Vsako
vektorsko polje
F=(P(xy), Qlx.y)) = Per1+ Qe

na domeni D C R? dolota Pfaffovo diferencialno enatbo
F-dr=0 <= P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0.

Tu jer = (x,y) in dr = (dx, dy). Regitve te enatbe na mnoZici F # 0 so
krivulje, ki so v vsaki to¢ki pravokotne na vektorsko polje F.

Totka (xp, yo) se imenuje regularna totka enatbe, & je F(xg,yp) # 0, in
singularna totka, &e je F(xp,yp) = 0.

Obnaganje resitev v okolici singularnih to¢k je lahko zelo zapleteno, medtem ko
v okolici regularne totke (xg, yo) lahko ena&bo izrazimo v eni od oblik

dy Py o odx_ Qxy)

d<  Q(x.y) dy  Plxy)’

odvisno od tega, katera od obeh komponent P, Q vektorskega polja F je v
totki (xp, yo) razli¢na od nic.




Iskanje prvega integrala

Vsako diferencialno enatbo y’ = f(x, y) lahko zapi§emo v obliki
—f(x,y)dx+dy = 0.
To je Pfaffova enatba s pripadajotim vektorskim poljem F = (—f(x, y), 1).
Zanima nas, kako bi za dano ena&bo
Pdx 4+ Qdy =0
nasli netrivialen prvi integral.

Najpreprostejéi primer je, ko je vektorsko polje F = (P, Q) potencialno, torej
F = Vu, saj je tedaj

0 = Pdx + Qdy = uxdx + uy,dy = du

in je u prvi integral enatbe. Na vsaki enostavno povezani domeni D C R? je
polje F = (P, Q) potencialno natanko tedaj, ko je

P, = Q.

V tem primeru najdemo potencial u polja F z integracijo (predmet Analiza 2).



Integracija na pravokotniku D C IR?

Izberemo totko (xo, yo) € D. Diferencialno 1-formo a = Pdx + Qdy
integriramo od (xp, yo) do variabilne totke (x,y) € D tako, da najprej
integriramo po daljici v x smeri, nato pa e v y smeri:

u(x,y):/ P(t.yo)dt + [ Q(x,s)ds.

J Xo JY0

"X

Za fiksen x je otitno

du(x,y) _
Ty = Qx,y)-

Isto funkcijo lahko zapiSemo tudi v obliki

X

y
u(x,y) = / Q(Xo,s)ds+/ P(t,y)dt.
7 Yo 7 X0
Razlika obeh integralov je namre¢ integral forme a po robu pravokotnika A s
krajig¢i (x0,¥0), (x,%0), (x,¥), (x0,y), kar je po Greenovi formuli enako
integralu [,(Qx — P,)dxdy = 0. Z odvajanjem zadnje formule po x dobimo

du(x, y)

<Y P(x,y),

Torej je Vu =F.



Lagrangejev multiplikator

To je seveda zelo izjemna situacija.

V splo¥nem lahko poskuSamo najti prvi integral tako, da enatbo pomnoZimo z
nekim primerno izbranim faktorjem u(x,y) > 0:

uPdx + uQdy = 0.

To seveda ne spremeni mnoZzice resitev enatbe. Novo vektorsko polje
uF = (P, uQ) je lokalno potenciano, &e izpolnjuje pogoj

(1P)y = (nQ)x

oziroma

Qpux — Py = p(Py — Qx).
To je parcialna diferencialna enatba prvega reda za funkcijo y, katere reSevanje
je nakeloma teZja naloga od reSevanja navadnih diferencialnih enacb. Ta
metoda zato v praksi ni zelo uporabna. V&asih pa nam uspe najti resitev na
preprost natin (glej primere v Krizanig, str. 47-48).



Nekaj primerov multiplikatorjev

Primer 1.
1 ydx — xdy x
ydx — xdy = 0, XY= 726/(7)'
"M( ) _)/2 y2 y
Primer 2. 1
dx — xdy = T x2r 2
yox—xdy =0, plxy) =
ydx—xdy  ydx—xdy _ dx/y) _ . (i)
x2+y?2 Y214+ (x/y)?) 1+ (x/y)?
Primer 3.

2siny dx + xcosy dy =0, U =X,

2><sinyd><—|—><2 cosydy =d (x2 siny) .



Parametri¢no reSevanje diferencialnih enacb

Resiti Zelimo implicitno podano enaébo
F(x,y,y') =0.

Pogosto lahko problem poenostavimo tako, da izrazimo vse tri spremenljivke
x,y,y" kot funkcije dveh parametrov u, v:

x=¢(uv), y=p(v), y=xv).

Odtod sledi
dx = ¢,du + ¢, dv, dy = pydu+ ¢, dv.

Te izraze vstavimo v identiteto dy = y’dx in dobimo

Yudu+pydv = x(u, v)(pudu + ¢y dv)

(Yu — XPpu)du+ (Yv — x¢v)dv = 0.
To je diferencialna enatba za v = v(u) (ali u = u(v)), kakréne smo ravnokar
obravnavali. Ce je v(u, C) njena splo¥na reitev, potem je

x=¢(uv(u,C),  y=9(uv(uC))

parametriéno izraZzena reSitev prvotne enalbe.



Primer parametri¢nega reSevanja

Oglejmo si enatbo
y:x(y’—&—\/l—i—y’Q).
Ce jo izrazimo s pomogjo spremenljivk x in p = y’, imamo zvezi

y:x(p+m> in dy = pdx.

Izrazimo dy iz leve enabe in vstavimo v desno:

dy_(P+\/1+p2)dX+X(1+\/li_7p2) dp:PdX

\/1+P2dX+X<1+13_2> dp:O
p



Zakljucek primera

To je enatba z loéljivima spremenljivkama:

dx dp pdp

+ + =0
x 14+ p2 1+p?

Z integracijo dobimo

Iog|x\+|og<p+\/1+p2>+Iog\/1+p =c

x<p+\/1+p2> V14 p?2=C=+e
y:x(p+\/1+p2> = y/1+p2=C.

To je druZina resitev x = x(p, C), y = y(p, C) v odvisnosti od parametra p.
Z eliminacijo parametra p iz zgornjih dveh enatb sledi zveza (preveri!)

X2 4+y?—2Cx=0 <= (x—C)24y? =2

To je druZina krogov s sredig&i (C,0) in polmeri |C].



Lagrange-d'Alembertova enacba

Giuseppe Ludovico Lagrangia, 1736; T Joseph-Louis de Lagrange, 1813
Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783

y =x¢(y") +9(y).
Prej¥nji primer je enatba te vrste. Za parametra izberemo x in p = y’. Tedaj

y=x¢(p) +¢(p), dy=y'dx= pdx.
Odtod:
pdx = dy = ¢(p)dx + x¢'(p)dp + ' (p)dp,

(¢(p) — p)dx + (x¢'(p) + ¢'(p))dp = 0.

Kjer je ¢p(p) — p # 0, je to linearna diferencialna enatba za x = x(p, C) v
odvisnosti od p. ReSitev vstavimo v osnovno enaébo

y(p. C) = x(p, C))p(p) + ¥(p)

in dobimo parametri¢no izraZeno splo$no resitev Lagrangeve enacbe.
Za vsako reditev py € R enatbe ¢(p) — p = 0 dobimo Ze reitev

y =pox+9(po), ¥ = po.



Clairautova enaéba (Alexis Claude Clairaut, 1713-1765)

Clairautova enacba
y=xy'"+9(y)
je poseben primer Lagrangejeve enatbe, pri kateri je ¢(y') = y'.

Postopamo enako kot prej in dobimo razcepno enaébo

(x+¢'(p))dp = 0.
Ce je dp = 0, je p konstanta in y = px + ¢(p); to je ena dru¥ina reSitev.
Drugo resitev dobimo iz
x+¢'(p)=0.
To je nediferencialna enatba za p = p(x). ReSitev obstaja lokalno v okolici

vsake totke po, kjer je ¥ (po) # 0. Ker velja tudi y = px + 3 (p), dobimo s
tem ¥e eno resitev y(x) = p(x)x + ¢ (p(x)) Clairautove enakbe.

Primer ¢ (p) = 0 implicira §’(p) = konstanta, torej je x konstanta. Zato ta
primer ne da nobene dodatne reSitve.



Primer Clairautove enalbe

2
y=xy'+y".

Naj bo p = y/, torej je y = xp + p%. Upostevaje dy = pdx dobimo enatbo

pdx = dy = d(xp + p?) = pdx + xdp + 2pdp,

(x+2p)dp=0

s splogno reditvijo dp =0, p=C € R,
y = Cx+ C2.

Enatba x +2p =0, p = —x/2 prispeva %e reditev

2 X2 X2
y=xp+pt=—d =



