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Ponovitev definicij

Ponovimo definiciji vektorskega podprostora in linearne preslikave.

Definicija vektorskega podprostora

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. PodmnoZica W v V je
vektorski podprostor, ¢e za vsaka wy, wo € W in vsaka oy, ap € F velja
aiwy + arwy € W

Definicija linearne preslikave

Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F. Preslikava L: U — V
je linearna, &e za vsaka ug, up € U in vsaka ag,ap € F velja

L(a1u1 + Oé2U2) = a1lug + aslup

Vsaki linearni preslikavi bomo priredili dva podprostora: jedro in sliko.

V nadaljevanju predpostavljamo, da so vsi vektorski prostori nad istim
poljem F in da so kon&no-razseZni.
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Jedro linearne preslikave
Definicija jedra
Jedro linearne preslikave L: U — V je mnoZica

KerL ={ue U|Lu=0}

Opomba: Angleski izraz za jedro je “kernel”. Nekateri uporabljajo tudi
izraz “null-space” in potem jedro ozna&ijo z N'(L).

Trditev 1
Jedro linearne preslikave L: U — V je vektorski podprostor v U J

Dokaz: Radi bi pokazali, da za vsaka uj, up € KerL in a3, an € F velja
aiuy + azupy € Ker L. Po definiciji jedra iz uy, up € Ker L sledi Luy =0 in
Luy = 0. Po definiciji linearne preslikave odtod sledi

L(Ozlul + a2U2) =ailug + asluy = a10 + a0 = 0.

Po definiciji jedra odtod sledi, da velja aju; + apup € Ker L.
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Definicija ni¢nosti

Nicnost linearne preslikave L je Stevilo

n(L) = dimKer L

Opomba: Angleski izraz za ni¢nost je “nullity”.

Trditev 2

Naslednje lastnosti linearne preslikave L so ekvivalentne:
(1) KerL = {0},

(2) n(L) =0,

(3) L je injektivna.

Dokaz: Ekvivalenca med (1) in (2) je o&itna.

Ce velja (3), potem iz Lu = LO sledi u = 0, torej velja (1).

Recimo, da velja (1). Vzemimo taka ug, up € U, da velja Luy = Lup. Ker
je Llinearna, je L(ug — up) = Luy — Lup =0, torej je ug — up € Ker L. Iz
(1) sledi, da je uy — up = 0, torej je ug = up. Torej iz (1) sledi (3).
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Slika linearne preslikave
Definicija slike
Slika linearne preslikave L: U — V je mnoZica

ImL={lu|ue U}

Opomba: Angleski izraz za sliko je “image”. Nekateri uporabljajo tudi
izraz “range” in potem sliko oznatijo z R(L).

Trditev 3
Slika linearne preslikave L: U — V je vektorski podprostor v V J

Dokaz: Radi bi pokazali, da za vsaka vi,vo € Im L in vsaka 31,02 € F
velja B1vi + Bave € Im L. Po definiciji slike iz vi, vo» € Im L sledi, da
obstajata taka uy, up € U, da velja vi = Luy in vo = Lup. Odtod sledi

Bivi + Bovo = Prlur + Polur = L(Brur + Baun)

ker je L linearna preslikava. Po definiciji slike odtod sledi, da element
B1vi + Bovs pripada Im L, saj je slika elementa Siu1 +.Bous v U.
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Definicija ranga
Rang linearne preslikave L je Stevilo

r(L) = dimIm L.
Direktno iz definicij dobimo:
Trditev 4
Naslednje lastnosti linearne preslikave L: U — V so ekvivalentne:
(1) ImL=V,

(2) r(L) =dimV,
(3) L je surjektivna.

Opomba: Linearna preslikava L: U — V je ni€elna, ¢e velja Lu =0 za
vsak u € U. Ce sta U in V kon&no-razseZna vektorska prostora, potem so
ekvivalentne trditve: (1) L je ni¢elna, (2) Ker L = U, (3) n(L) =dim U,
(4) Im L = {0}, (5) (L) = 0.
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Osnovna formula

Osnovna formula povezuje ni€nost in rang.

Izrek 1: Osnovna formula

Za vsako linearno preslikavo L: U — V velja

n(L) +r(L) = dim U.

Dokaz: Naj bo wa,...,w, baza za Ker L in naj bo u1,...,u; njena
dopolnitev do baze U. Velja torej dimKer L = k in dim U = k + /.
Dokazati moramo 3e, da velja dimIm L = /.

Zado3¢a dokazati, da je Luy, ..., Luy baza za Im L. Vzemimo poljuben
v € Im L in izberimo tak u, da je v = Lu. Razvijo u po bazi za U:

u=oiwy +...+agwg+ Brur + ...+ By

Ker je L linearna in ker je Lwy = ... = Lwy = 0, odtod sledi

Lu=ailwy + ...+ aglwe + B1lug + ...+ BiLuy = BrLluy + ... + BiLuy,

Torej so Luy, ..., Lu; ogrodje za Im L.
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PokaZimo sedaj, da so vektorji Lus, ..., Lus linearno neodvisni. Ce je
Biluys + ... 4 BjLuy =0, potem Biuy + ...+ Bjuy € Ker L. Ker je
wi, ..., Wy baza za Ker L, obstajajo taki v1,...,v € F, da je

frur + ...+ Brup = yiwk + o+ e

Ker je wy,...,wk,u1,...,u; bazaza U, odtod sledi f1 =... =5, =0. [J

Posledica 1
Za vsako linearno preslikavo L: U — V obstaja taka baza B za U in taka

baza C za V/, da velja
I 0

kjer je I identi¢na matrika velikosti r(L).

Dokaz: Naj bodo wy, ..., wx in ug,...,u; kot v dokazu osnovne formule.
Naj bo z,..., zs dopolnitev Luy,..., Lu; do baze za V. Vzemimo
B={u,...,u,wi,...,we} in C={lu,...,Lu,zi,...,25}
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Ocena za ni¢nost

V nadaljevanju bomo potrebovali oceno za ni¢nost kompozituma.
Trditev 5

Naj bosta L: U — V in K: V — W linearni preslikavi. Potem velja

n(Kol) <n(K)+n(L)

Dokaz: Ce uporabimo osnovni izrek za linearno preslikavo

[:Ker(Kol)—KerK, L(u)=L(u)

dobimo n(L) + r(L) = dimKer (K o L). Ker je Ker L C Ker L, velja

n(L) = dimKer L < dimKer L = n(L)
Ker je Im [ C Ker K, velja

r(L) = dimIm [ < dimKer K = n(K)
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Jedro in slika matrike

Vsaki m x n matriki A z elementi iz F lahko priredimo linearno preslikavo

La: F" — F™  Lav = Av
Jedro in sliko matrike A definiramo takole

KerA:=Kerls, in ImA:=Imlx

Se pravi
KerA={ve F"| Av =0}

ImA={Av|veF"}.

Elemente F" si obakrat predstavijamo kot stolpéne vektorje.
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Trditev 6

Slika matrike je enaka linearni ogrinja&i njenih stolpcev. Rang matrike je
enak maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev te matrike.

Dokaz: Ce so ay,...,a, stolpci matrike A in a4, ..., o, komponente
vektorja v, potem je Av = aia; + ...+ apa,. Torej je

ImA={aa;+...+apap| ai,...,ap, € F} =Lin{a,...,a,}

Izberimo take stolpce a;;, ..., a;,, ki so linearno neodvisni in ki zadoS¢ajo
Lin{aj,...,a,} = Lin{a;,...,a; }. Potem so stolpci a;,...,a, baza
podprostora Im A. Odtod sledi, da je rang matrike A enak r, se pravi
maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A. 0J

Opomba: Linearni ogrinja&i stolpcev matrike A pravimo stolp&ni prostor
matrike A in jo ozna¢imo z Col A. Dokazali smo, da je Im A = Col A.

Opomba: Linearni ogrinja&i vrstic matrike A pravimo vrsti€ni prostor
matrike A in jo ozna&imo z Row A. O&itno elemente Row A dobimo tako,
da transponiramo elemente Col AT =ImA”.
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Primer

Izraunaj sliko in rang matrike

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12

10 -1 -2
R=]101 2 3
00 0O O

Ker elementarne vrsti¢ne transformacije ohranjajo linearne relacije med
stolpci, odtod sledi, da je r(A) =2 in

1 2
ImA=Lin{| 5 |,| 6 |}
9 10
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Stolp&na in vrsti¢na ekvivalentnost matrik

Pravimo, da sta matriki A in B stolp&no ekvivalentni, ¢e lahko dobimo
eno iz druge s pomodjo elementarnih stolpénih transformacij, se pravi, ¢e
obstaja taka obrnljiva matrika Q, da je B = AQ.

Pravimo, da sta matriki A in B vrstiéno ekvivalentni, ¢e lahko dobimo
eno iz druge s pomo&jo elementarnih vrsti¢nih transformacij, se pravi, &e
obstaja taka obrnljiva matrika P, da je B = PA.

Trditev 7

Naj bosta A in B m x n matriki nad poljem F.

(1) Ce sta A in B stolp¢no ekvivalentni, potem imata enak stolp¢ni
prostor in enako sliko. Imata tudi enak rang in enako ni¢nost.

(2) Ce sta A in B vrsti¢no ekvivalentni, potem imata enak vrsti¢ni prostor
in enako jedro. Imata tudi enako ni¢nost in enak rang.

v

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sestnajsto predavanje februar 2021 13 /20



Dokaz: Ce sta A in B stolpéno ekvivalentni, potem obstaja taka obrnljiva
matrika @, da je B = AQ. PokaZimo najprej, da velja Im AQ = Im A.
Za vsak v € F" so ekvivalentne trditve: (a) v € Im AQ, (b) v = AQu za
nek u € F", (c) v =Au" zanek v/ € F", (d) v € Im A. Ekvivalentnost
med (b) in (c) sledi iz obrnljivosti matrike Q.

Iz Im A = Im B sledi r(A) = dimIm A = dimIm B = r(B). Po osnovni
formuli odtod sledi n(A) = n—r(A) = n—r(B) = n(B).

Ce sta matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni, potem obstaja taka obrnljiva
matrika P, da velja B = PA. Pokazimo, da je Ker PA = Ker A. Za vsak
v € F" je Av = 0 ekvivalentno s PAv = 0 zaradi obrnljivosti matrike P.

Iz Ker A = Ker B sledi n(A) = dimKer A = dim Ker B = n(B). Po
osnovni formuli je torej r(A) = n —n(A) = n—n(B) =r(B). O

Opomba: Poglejmo si, kakdna je zveza med Ker A in Row A. O&itno je
vektor iz F" v Ker A natanko tedaj, ko je “pravokoten” na vse vrstice
matrike A, se pravi, natanko tedaj, ko je “pravokoten” na Row A. Uleno se
temu rete, da je Ker A “ortogonalni komplement” od Im A7 = (Row A) .
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Ekvivalentnost matrik

Definicija

Matriki A in B sta ekvivalentni (oznaka A ~ B) natanko tedaj, ko
obstajata taki obrnljivi matriki P in @, da velja B = PAQ.

Opomba: Dve matriki sta ekvivalentni natanko tedaj ko lahko dobimo eno
iz druge s pomo¢jo elementarnih vrsti¢nih in stolpénih transformacij.

Trditev 8 J

Ekvivalentnost matrik je ekvivalen¢na relacija.

Dokaz: Ekvivalentnost matrik A in B oznadimo z A ~ B. DokaZimo
najprej A ~ A. To sledi iz A = I,Al, in obrnljivosti matrik I, in /.

Ceje A~ B, potem je B = PAQ za obrnljivi matriki P, Q. Odtod sledi
A= P 1BQ7!, kjer sta tudi P~1, Q! obrnljivi. Torej je B ~ A.

Ceje A~ Bin B~ C, potem je B= P;AQ; in C = P,BQ> za neke
obrnljive matrike P1, Q1, P2, Q2. Odtod sledi, da je C = PoP1AQ1 Q2

in da sta matriki PoP; in Q1 Q> obrnljivi. Torej je A ~ C. ]
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Primer

Naj bo L: U — V linearna preslikava, B, B’ bazi za U in C,C’ bazi za V.
Potem sta matriki [L]¢ccp in [L]cr«pr ekvivalentni. Velja namreg

[Llern = Pereclllc«BPBen

in matriki Ppr._¢ ter Pg, pr sta obrnljivi.

Opomba: Velja tudi obratno. Ce sta matriki A in A’ ekvivalentni, potem
obstaja taka linearna preslikava L: U — V in take baze B,B’ za U in C,(’
za V,daje [Llees =Ain [Lerep = A

Dokaz: Recimo, da je A’ = PAQ, kjer sta P in @ obrnljivi matriki. Naj bo
U=F"inV=F"innaj bo L= Ly, se pravi linearna preslikava, ki
vektor mnoZi z matriko A. Naj bo B standardna baza za F" in C
standardna baza za F™. Potem velja [L]¢c..3 = A. Naj bodo B’ stolpci
matrike P~1 in naj bodo C’ stolpci matrike Q. Potem velja Pe, ¢r = P71
in Pgep = Q. Torej je [Lerep = Perec[LlcBPper = PAQ = A'.
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Trditev 9

Vsaka matrika ranga r je ekvivalentna matriki [ g 8 ]

Dokaz: Naj bo A m x n matrika nad F. Po Posledici 1 obstajata taka
baza B za F" in taka baza C za F™, da velja

[Lalces = { g 8 ]

Naj bosta S, in Sy, standardni bazi za F" in F™. Potem je

I, 0
A = [LAlsyeSm = PspecllalceBPBes, = Psnc [ 0 0 } Pscs,
. . . o . I, 0
kjer sta Ps,_.c in Pg.g, obrnljivi matriki. Torej je A ~ 0 0l L]

Opomba: Bolj raunski dokaz poteka takole.
Najprej matriko A s pomo&jo elementarnih vrsti¢nih transformacij
prevedemo v reducirano vrsti¢no stopnicasto formo R. Potem matriko R s

pomo&jo elementarnih stolp&nih transformacij prevedemo v Zeleno obliko.
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Izrek 2 - Karakterizacija ekvivalentnosti matrik

Dve matriki sta ekvivalentni natanko tedaj, ko imata enako velikost in
enak rang.

Dokaz: Recimo, da sta A in B ekvivalentni matriki. Potem obstajata taki
obrnljivi matriki P in Q, da velja B = PAQ.

Ker so vse obrnljive matrike kvadratne, je matrika PAQ enake velikosti kot
matrika A. Torej sta A in B enake velikosti.

Po Trditvi 7 velja r(PAQ) = r(PA) = r(A). Torej imata A in B enak rang.

Recimo sedaj, da imata matriki A in B enako velikost m x n in enak rang
r. Po Trditvi 9 sta tako A kot B ekvivalentni m x n matriki [ g 8 ]
Odtod po Trditvi 8 sledi, da sta A in B ekvivalentni.
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Enakost stolp&nega in vrsti¢nega ranga

Rangu matrike A pravimo tudi stolp€ni rang matrike A, ker je enak
maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A.

Rangu matrike AT pravimo tudi vrsti€ni rang matrike A, ker je enak
maksimalnemu S$tevilu linearno neodvisnih vrstic matrike A.

Radi bi pokazali, da sta stol¢ni in vrsti¢ni rang matrike A enaka.

lzrek 3
Za vsako matriko A je r(A) = 1(AT). J

Dokaz: Ce je A m x n matrika ranga r, potem po Trditvi 9 obstajata taki
obrnljivi matriki P in Q, da velja
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Odtod sledi

;
AT:QT[g 8] PT.

Ker sta P in Q obrnljivi matriki, sta tudi P7 in QT obrnljivi.
Po Trditvi 7 odtod sledi

(A1) =107 | § 8}T)=r([’o’ S]T):r

Torej je
r(A)=r=r(A")

-
Opomba: Matrika [ g 8 ] je velikosti m x n, matrika [ Or 8 } pa je

velikosti n x m. Imata pa obe enak rang r.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sestnajsto predavanje februar 2021 20 / 20



