Naloga: Kroglico spustimo z visje tocke v nizjo tako, da se giblje po
krivulji brez trenja. Poiscite enacbo tiste krivulje, po kateri opravi pot na-
jhitreje. Problem je znan tudi kot Problem brahistohrone in ga je v tej obliki
leta 1696 zastavil -Jaeeb Bernoulli.
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Resitev: Lahko predpostavimo, da je zacetna tocka T4(0,0) in kon¢na
T5(b,B), B<O0. Cas, ki ga potrebuje kroglica za potovanje, je

T, ds
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kjer je ds element lo¢ne dolzine in v hitrost kroglice na krivulji. Zaradi zakona
o ohranitvi energije mora veljati
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Smvt=mg(—y)

Predznak pri y je negativen, ker je kroglica vseskozi pod abscisno osjo. Tako
dobimo

v=1/2g9(—y)
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Poiskati je potrebno torej funkcijo y tako, da bo ¢as minimalen. Gre za
klasiéni problem iz variacijskega ra¢una. Funkcional, katerega minimum
iS¢emo je
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Ker ni odvisen od x, lahko Euler-Lagrangeovo ena¢ho poenostavimo v
O
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—y(1+y%) =k, (1)

oziroma

Tako dobimo



kjer smo s k oznacili novo konstanto k = 1/4/2g k2. Dobljeno diferencialno
enacbo resujemo z nastavkom y = —k? sin’t. Iz (1) tako dobimo
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Ker moramo pri korenjenju izbrati negativni predznak (saj je za majhne ¢
funkcija y gotovo padajoca), dobimo

dy cost
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de = 29 g
dy dt

7z upoStevanjem nastavka za y ter relacije (2) pridemo do

dr = 2k* sin® t dt,

in 2t
x =k <t—sn; >+C.

Toda x(0) = 0, saj smo tako izbrali zacetno tocko T, torej je C' = 0.
Z uvedbo nove spremenljivke ¢ = 2t enacbe malce poenostavimo

oziroma

1
x(0) = §k2 (0 —sind),
1
y(0) = —5162 (1 —cosh).
Dobili smo enacbo za cikloido.
Doloé¢iti moramo Se konstanto k. Zadostiti moramo namre¢ Se robnima pogo-
jema,ki dolocata, skozi kateri tocki gre krivulja. Ker je x(0) = y(0) = 0, je
prvemu pogoju ze zadosceno, drugi pa se glasi
1., )
x(0) = §k (0 —sinf) =0,
1
y(0) = —§k2 (1 —cosf) =B.

Ce enachi delimo in poenostavimo, dobimo enacbo za 0

g(0)=1 —COSG—I—%(G—SHI@) = 0.



Funkcija ¢ ima trivialno resitev § = 0, vendar nas ta ne zanima. Ker je
g9(0) = ¢'(0) = 0in ¢”(0) =1 > 0, ima g v tocki # = 0 lokalni minimum z
vrednostjo 0. Po drugi strani je g(27) = 2#% < 0, zato ima g vsaj eno niclo
0* na [0, 27]. V splosnem jo lahko poi§¢emo le numeri¢no. Konstanto k sedaj

1zracunamo 1z zveze
2b
k=4/——.
6* — sin 0*

S tem je krivulja natancno dolo¢ena (seveda v parametri¢ni obliki).
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Slika 1: Slika brahistohrone med to¢kama T'1(1,1) in T9(3,0).



