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3. Obstoj diagonalizacije
Se vedno delamo s kvadratnimi matrikami, ki imajo kompleksne elemente.
Definicija diagonalizacije

Diagonalizacija matrike A je razcep A = PDP~!, kjer je P obrnljiva
matrika, D pa diagonalna matrika.

Naj bodo v, ..., v, stolpci matrike P, di,...,d, pa diagonalni elementi
matrike D. O¢itno velja AP = [Avy ... Av,] in PD = [divy ... dpv,]. Torej
velja AP = PD natanko tedaj, ko je Av; = djv; zavsak i=1,...,n.
Matrika P je obrnljiva natanko tedaj, ko so vy, ..., v, linearno neodvisni.
Povzetek:
@ Diagonalni elementi matrike D so ravno lastne vrednosti matrike A.
@ Stolpci matrike P so linearno neodvisni lastni vektorji matrike A.

o Matrika A ima diagonalizacijo natanko tedaj, ko ima n linearno
neodvisnih lastnih vektorjev.
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Primer matrike, ki ima diagonalizacijo
Pois¢imo diagonalizacijo matrike

0 2 2
A=| 1 -1 -2
2 4 5

Najprej izraunamo karakteristi¢ni polinom
pa(x) = det(A —xI) =2 — 5x +4x* — x> = —(x — 1)*(x — 2)

Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti 1 je

-1 2 2 2 2
Ker(A—l)=Ker | 1 -2 —2 |=Lin{| 1|,| 0]}
2 4 4 0 1
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Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti 2 je

-2 2 2 1
Ker(A-2)=Ker | 1 -3 -2 | =Lin{| -1 |}
-2 4 3 2
Za matriki
2 2 1 1 00
01 2 0 0 2
torej velja

AP=A[V1 Vo V3]=[Av1 Avy AV3]=[V1 Vo 2V3]=PD

odkoder sledi
A= PDP!
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Primer matrike, ki nima diagonalizacije

Pokazimo, da matrika A = [ 8 (1) } nima diagonalizacije.

Prvi nadin: Poskusimo najti tako obrnljivo matriko P = [ )zj i } in tako

0 , da velja AP = PD. Primerjava
0 o

istoleznih elementov nam da u = dix, v=dby, 0 = diu, 0 = dyu. Ce
prvo enalbo pomnoZimo z u in upostevamo tretjo, dobimo u? = 0. Ce
drugo enatbo pomnoZimo z v in upodtevamo &etrto, dobimo v2 = 0.
Matrika P torej ima nicelno vrstico, kar je v nasprotju z obrnljivostjo.

diagonalno matriko D = [

Drugi na&in: lzraCunajmo lastne vrednosti in lastne vektorje.
Karakteristi¢ni polinom je x2, torej je 0 edina lastna vrednost. Pripadajoti

lastni podprostor KerA = Lln{[ 0 }}Je enodimenzionalen, torej matrika

A nima dveh linearno neodvisnih lastnih vektorjev.
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Primer uporabe: S pomodjo diagonalizacije je preprosto izralunati potenco
matrike, kar pride prav pri reSevanju sistemov diferenénih enacb. Velja

A"=AA---A=PDP~tPDPt...PDP™ = PDD ... DP~! = PD"P~!

kjer D" izratunamo tako, da potenciramo vse diagonalne elemente.

Odtod sledi, da za vsak polinom (ali konvergentno poten&no vrsto)
f(x) =>_;cix' velja

F(A) =) A => cPD'P™ =P(> D)Pt = PF(D)P!
kjer f(D) izratunamo tako, da uporabimo f na vseh diagonalnih

elementih. To nam pride prav reSevanju sistemov linearnih diferencialnih

enatb s konstantnimi koeficienti, kjer moramo izratunati e = 3" L A",
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V nadaljevanju se bomo veckrat sklicevali na naslednjo trditev.

Trditev 1

Naslednje lastnosti matrike A so ekvivalentne
e Matrika A ima diagonalizacijo.
@ Matrika A je podobna diagonalni matriki.

@ Matrika A ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

@ Vsota lastnih podprostorov matrike A je enaka C”.

Dokaz: Iz definicij sledi, da sta prva in druga lastnost ekvivalentni.
Dokazali smo Ze, da sta druga in tretja lastnost ekvivalentni. Tretja in
Cetrta trditev obe pravita, da so lastni vektorji A ogrodje za C”".
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Naslednja trditev je bolj tehni¢ne narave, ampak ima zanimive posledice.

Trditev 2

Lastni vektorji, ki pripadajo paroma razli¢nim lastnim vrednostim, so
linearno neodvisni.

Dokaz. Naj bodo A1, ..., Ak paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A in
naj bodo v1, ..., vx pripadajodi lastni vektorji. Se pravi

Avi = Mvi ... Ave = vk (1)
in vi,..., Vg so nenilelni vektorji. Z indukcijo po j bomo pokazali, da je za
vsak j < k mnoZica {vi,...,V;} linearno neodvisna.

Baza indukcije: Ker je v; # 0, je mnoZica {v1} linearno neodvisna.

Indukcijski korak: Recimo, da je mnoZica {vi,..., v} linearno neodvisna,
kjer je j < k. Radi bi pokazali, da je potem tudi mnoZica {vi,...,vj+1}
linearno neodvisna. Recimo, da je
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aivi + ...+ ajvi +aj1vier = 0.

Ce (2) pomnoZ¥imo z leve z matriko A in upo¥tevamo (1), dobimo
aiAivi + ..+ AV + ajpiAjrvier = 0.

Ce od enatbe (3) oditejemo z \;11 pomnoZeno enatbo (2), dobimo
a1(A1 — Ajp1)vi + ...+ (A — Ajp1)v; = 0.

Po indukcijski predpostavki odtod sledi, da je

al()\l — )\J'Jrl) =0,..., Oé_,'()\j — )\J'Jrl) =0.

Ker so A1, ..., Ak paroma razli¢ne, odtod sledi a; =0,...,a; = 0.
Iz enatbe (2) sedaj sledi, da je ajy1vj11 = 0. Odtod sledi aj11 =0,
saj je viy1 # 0. Dokazali smo, da iz (2) sledi a; = ... = aj41 =0,
torej so vi,..., vj+1 linearno neodvisni.
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Posledica 1

Ce je A n x n matrika, ki ima n paroma razli¢nih lastnih vrednosti, potem
ima A diagonalizacijo.

Dokaz: Ker ima A n paroma razli¢nih lastnih vrednosti, ima po Trditvi 2
tudi n linearno neodvisnih lastnih vektorjev. Odtod po Trditvi 1 sledi, da
ima A diagonalizacijo.

Posledica 2

Vsota vseh lastnih podprostorov matrike je direktna. J
Dokaz: Naj bodo A1, ..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike

A € M,(C). Pripadajoti lastni podprostori so potem V; = Ker (A — \;/)
zai=1,..., k. Trdimo, da je vsota podprostorov Vi, ..., V) direktna.
Treba je dokazati, da so poljubni vektorji vi € Vq,..., vk € Vi, ki

zados&ajo vi + ...+ v, = 0, enaki ni¢. To sledi iz Trditve 2.
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Primer

Pois¢imo diagonalizacijo n x n matrike

010 0
0 01 0
A= Do % g
0 00 ... 1
1 00 ... 0

Reditev: Naj bo e = e2™/" in v, = PRy e/ke;. Potem je

[0 1 0 ... 0] [ &7 [ g2k ] [ ek ]
001 0 g2k g3k g2k
3k 4k 3k
Avg = 1 o b € =1¢€ =ck| ¢ = e
000 ... 1 . : :
| 1 00 0 _€"k_ _€k_ _5”"_
Ker so lastne vrednosti X, k = 1,..., n, paroma razli¢ne, so lastni vektorji
vk, k =1,...,n, linearno neodvisni. Torej ima A diagonalizacijo.
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Naj bo

e 0 ... 0
0 & ... 0
P:[vl oo v,,] D =
0 0 ... g
Potem je AP = PD, torej je iskana diagonalizacija
A= PDP!
Primer
Pois¢imo diagonalizacijo n X n matrike
()) ci C ... Ch—2 Cp—1
Ch—1 CQ € ... Cp3 Cp-2
C =
C3 C4 Cp ... 1 C2
()] 3 G ... (@) C1
L &G C €3 ... Cp-1 < |
v

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Devetnajsto predavanje marec 2021 12 /17



Resitev: Naj bo A matrika iz prejSnjega primera. Opazimo, da velja

0 010 ...0
0001 ...0
A2— | ¢ T
0000 ... 1
1000 ... 0
|01 00 ... 0]
Podobno dobimo A3, A% .... (Diagonale iz enk se premikajo desno

navzgor.). Odtod sledi
C=cl+caA+...+cp1A™ !
Oznatimo p(x) = co + c1x + ... + c,_1x"~ L. Potem je
C = p(A) = p(PDP"!) = Pp(D)P"*

kjer sta P in D kot v prejSnjem primeru.
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Opomba: Matrike z ve¢kratnimi lastnimi vrednostmi v€asih imajo

. o 1 . 1
diagonalizacijo (npr. [ 0 (1) ]) v&asih pa ne (npr. [ 8 0 ])
IzkaZe se, da je to povezano z algebrai¢no in geometrijsko veckratnostjo
lastnih vrednosti. V prvem primeru sta obe veckratnosti enaki

(a(1) = g(1) = 2), v drugem pa sta razli¢ni (a(0) =2 in g(0) = 1).
Lema

Za vsako lastno vrednost A je njena geometrijska vetkratnost g(\) manja
ali enaka njeni algebrai&ni vetkratnosti a(\).

Dokaz: Naj bo vq,..., vy, baza za Ker(A — Al) in naj bo vipi1,..., Vs

njena dopolnitev do baze B za C". Obicajen radun potem pokaZe, da je
P~lAP = [ A(')"’ f_ ]

kjer je P = [ Vi «ev Vm Vmgl ... Vg ] obrnljiva matrika. Sledi

det(A — xl,) = det(Aly — xIm) det(C — xlp—pm) = (A — x)™ det(C — xlh—m)

Ker (x — A)™ deli karakteristi¢ni polinom, je a(\) > m.= g(\). J
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Trditev 3

Matrika A ima diagonalizacijo natanko tedaj, ko se za vsako lastno
vrednost A njena geometrijska in algebrai¢na veckratnost ujemata.

Dokaz: Naj bodo Ag,..., \x vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike
A. Njen karakteristi¢ni polinom je pa(x) = (—1)"(x — A1)™ -+ (x — Ax)™,
kjer je n; algebrai¢na vetkratnost za \;. OCitno je ny + ...+ ng = n.
Geometrijska vetkratnost za A; je m; := dim Ker(A — \;/).

Po Trditvi 1 ima matrika A diagonalizacijo natanko tedaj ko je U = C",
kjer je U vsota vseh lastnih podprostorov matrike A. Po Posledici 2 je
dimU = mi + ...+ my. Torej ima matrika A diagonalizacijo natanko
tedaj, kojem + ...+ mg=n1+ ...+ ng. Ker je mj < n;j za vsak i
(Lema), to velja natanko tedaj, ko je m; = n; za vsak i. O
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Trditev 4

Naj bodo A1, ..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A.
Potem ima matrika A diagonalizacijo natako tedaj, ko je produkt matrik
A—Ail, ..., A— Xl enak ni¢elni matriki.

Dokaz. Oznatimo L; = A—X;l zai=1,...,k. Potrebovali bomo formulo

dimKer(LiLy - - Lx) < dimKer(L;) + dimKer(Lz) + ... + dim Ker(Ly).
(1)

Primer k = 2 formule (1) smo dokazali v prejsnjem poglavju. Za splosen k
formulo (1) dokaZemo z indukcijo.

Cevelja Ly--- L, =0, potem je Ker(Ly - -- L) = C", kjer je n velikost
matrike A, torej je dimKer(Ly --- Lx) = n. Ozna&imo z m; = dim Ker(L;)
geometrijsko veckratnost A;. Iz formule (1) torej sledi n < my + - -+ + my.
Naj bo n; algebrai¢na ve¢kratnost \;. lzn=n + ...+ ng iniz m; < n;
sledi, da je m; = n; za vsak i. Po Trditvi 3 ima torej matrika A
diagonalizacijo.
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Dokazimo 3e drugo smer. Recimo, da ima matrika A diagonalizacijo
A = PDP~!. S permutacijo diagonalnih elementov matrike D dobimo
matriko, ki ji je podobna. Zato lahko predpostavimo, da enake lastne
vrednosti leZijo skupaj na diagonali D, se pravi, da je

Mlmg ... 0
D=\ = -~ (2)
0 oo Ml

Iz (2) sledi, da je i-ti diagonalni blok matrike D — \;/ enak 0, torej je
(D =X 1)(D = Xal)--- (D — \el) = 0. (3)
Iz (3) izpeljemo
P(D —MNDPIP(D =X )P71- . P(D— N\ )P71 =0 (4)
kjer je P(D — X\;1)P~Y = PDP~1 — \;l = A— \;l. O
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