
LINEARNA ALGEBRA 2020/21
19. VAJE: 10. 3. 2021

1. Naj bo U = V ü W in P projekciji na V vzdolû W . Pokaûi Podprostor V je
invarianten za preslikavo A natanko tedaj, ko je PAP = AP . Podprostora V in W
sta oba invariantna za A natanko tedaj, ko je AP = PA.

2. Poiö�i lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

A =

S

WU
2 ≠3 1
1 ≠2 1
1 ≠3 2

T

XV .

3. Naj bodo 1, 2, 3 lastne vrednosti in (2, ≠1, 1)T lastni vektor za 2 matrike

A =

S

WU
1 ≠2 0
a 4 0
0 b c

T

XV .

Dolo�i a, b, c in preostala lastna vektorja. Dolo�i A10 (Ak).

4. Naj bo A podobna diagonalini matriki. Pokaûi, da je tudi
C

A ≠A
≠A A

D

podobna
diagonalni matriki.

5. Naj bo A obrnljiva in p(t) njen karakteristi�ni polinom. Pokaûi, da je (≠t)n

det A p(1/t)
karakteristi�en polinom matrike A≠1.

6. Izrazi prosti �len in koeficient pri tn≠1 karakteristi�nega polinoma matrike A. Pokaûi,
da je tr(A) enak vsoti lastnih vrednosti ötetih z alg. ve�kratnostjo in det(A) produkt
lastnih vrednosti ötetih z alg. ve�kratnostjo.
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1. Prvi del (∆) �e je za vsak v œ V , tudi Av œ V , potem za vsak x = v + w velja

PAPx = PAv = Av = APx. (Uporabili smo: Pv = v za vsak v œ V .)

(≈) éelimo pokazati Av œ V za vsak v œ V . Dobimo Av = APv = PAPv povsem

desna stran enakosti je v V torej je tudi povsem leva stran v V .

Drugi del (∆) �e je podprostor V invarianten za preslikavo A, je PAP = AP in

�e je podprostor W invarianten za preslikavo A, je (I ≠ P )A(I ≠ P ) = A(I ≠ P ).

Iz enakosti PAP = AP in (I ≠ P )A(I ≠ P ) = A(I ≠ P ) dobimo AP = PA.

(≈) �e je AP = PA in v œ V , potem je Av = APv = PAv. Desna stran je v V ,

torej je tudi leva v V .

�e je w œ W je 0 = A0 = APw = PAw torej je Aw œ ker P = W . (Od tu naprej

uporabimo, da je V = im P = ker(I ≠ P ) in W = ker P = im(I ≠ P ). Dokaz tega

ni zahteven.)

2. (a) Izra�unamo karakteristi�ni polinom ‰(⁄) = det(A ≠ ⁄I). Determinanta se ne

spreminja, �e od vrstic/stolpcev odötejemo ve�kratnike vrstic/stolpcev.

S

WWU

2 ≠ ⁄ ≠3 1

1 ≠2 ≠ ⁄ 1

1 ≠3 2 ≠ ⁄

T

XXV æ

S

WWU

1 ≠ ⁄ 0 ≠1 + ⁄

1 ≠2 ≠ ⁄ 1

1 ≠3 2 ≠ ⁄

T

XXV æ

S

WWU

1 ≠ ⁄ 0 0

1 ≠2 ≠ ⁄ 2

1 ≠3 3 ≠ ⁄

T

XXV

Dobimo ‰(⁄) = (1 ≠ ⁄)((≠2 ≠ ⁄)(3 ≠ ⁄) + 6) = (1 ≠ ⁄)(⁄2 ≠ ⁄) = ≠⁄(1 ≠ ⁄)
2
.

Dobimo dve lastni vrednosti: 0 (za alg. ve�kratnostjo 1) in 1 (za alg. ve�kratnostjo

2).

(b) Lastne vektor za 0 poiö�emo z ena�bo (A ≠ 0I)x = 0.

S

WWU

2 ≠3 1

1 ≠2 1

1 ≠3 2

T

XXV æ

S

WWU

1 ≠2 1

0 1 ≠1

0 ≠1 1

T

XXV æ

S

WWU

1 0 ≠1

0 1 ≠1

0 0 0

T

XXV

Ena izmed reöitev ena�be je v1 =

Ë 1
1
1

È
, ki je hkrati lastni vektor z lastno vrednostjo

0.

Lastne vektor za 1 poiö�emo z ena�bo (A ≠ I)x = 0

S

WWU

1 ≠3 1

1 ≠3 1

1 ≠3 1.

T

XXV æ

S

WWU

1 ≠3 1

0 0 0

0 0 0.

T

XXV

Sploöna reöitev je y
Ë 3

1
0

È
+ z

Ë ≠1
0
1

È
. Lastna vektorja za 1 sta v2 =

Ë 3
1
0

È
in v3

Ë ≠1
0
1

È
.



(c) Dobimo A[v1; v2; v3] = [0; v2; v3] oziroma

S

WWU

2 ≠3 1

1 ≠2 1

1 ≠3 2

T

XXV

S

WWU

1 3 ≠1

1 1 0

1 0 1

T

XXV =

S

WWU

0 3 ≠1

0 1 0

0 0 1

T

XXV =

S

WWU

1 3 ≠1

1 1 0

1 0 1

T

XXV

S

WWU

0 0 0

0 1 0

0 0 1

T

XXV .

Matrika A je podobna D = diag(0, 1, 1) in A = [v1; v2; v3]D[v1; v2; v3]
≠1.

(d) Dobimo Ak
= [v1; v2; v3]Dk

[v1; v2; v3]
≠1

. Ker je Dk
= D, je tudi Ak

= A.

3. (To je reöitev naloge z malo manj podatki (reöitev na koncu je enaka):

Naj bodo 1 lastna vrednosti in
Ë 2

≠1
1

È
lastni vektor (ne nujno z lastno vrednostjo 1)

matrike

A =

S

WWU

1 ≠2 0

a 4 0

0 b c

T

XXV .

Dolo�i a, b, c, preostalo lastno vrednost in preostala lastna vektorja.)
Izra�unamo S

WWU

1 ≠2 0

a 4 0

0 b c

T

XXV

S

WWU

2

≠1

1

T

XXV =

S

WWU

4

2a ≠ 4

≠b + c

T

XXV

Ker je

Ë 2
≠1
1

È
lastni vektor iz prve vrstice dobimo lastno vrednost 2, drugi vrstici pa

nam vrneta ena�bi

≠2 = 2a ≠ 4 in 2 = ≠b + c.

Torej je a = 1. Ker je 1 lastna vrednost, ima matrika

S

WWU

0 ≠2 0

1 3 0

0 b c ≠ 1

T

XXV

determinanto 0. Dobimo 2(c ≠ 1) = 0, torej je c = 1 in b = ≠1. Jedro matrike

S

WWU

0 ≠2 0

1 3 0

0 ≠1 0

T

XXV

nam, da lastni vektor

Ë 0
0
1

È
.

Zadnjo lastno vrednost dobimo iz determinante matrike det(A) = 6 torej mora

biti zadnja lastna vrednost enaka 3. Pripadajo�, lastni vektor za lastno vrednost 3

dobimo iz jedra matrike S

WWU

≠2 ≠2 0

1 1 0

0 ≠1 ≠2

T

XXV .

Lastni vektor za lastno vrednost 3 je enak

Ë 2
≠2
1

È
.
























