Karakterizacija homogenega Poissonovega procesa

Izrek 1. Naj bo A > 0 dano realno Stevilo in (Ni¢)i>o enostavni proces Stetja,
za katerega je Ny = 0. Potem so za ta proces ekvivalentne naslednje trditve.

1. Proces (Ny)i>0 ima neodvisne in stacionarne prirastke in za vsak t > 0 je

N; @ Pois(\t).

2. Proces (Nt)i>0 ima neodvisne in stacionarne prirastke in, ko t | 0, velja'
P(N; =1) = Xt + o(t),
P(Ny > 2) = o(t).

3. Za zaporedne case skokov S, velja, da je S, < 0o s.g. za vsakn > 1. Ce
oznacimo So = 0, je zaporedje medprihodnih ¢asov

T, =8 — Si—1, i2>1,

dobro definirano in je porazdeljeno kot zaporedje neodvisnih in enako Exp(\)-
porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk.

4. Za vsakt > 0 je N, @ Pois(At) in, pogojno na {N; =k}, k > 1, za vektor
casov pruih k skokov velja

d
(Sla527"'75k)|{Nt = k} (:) (U(1)7U(2)7"'7U(k7))7

kjer je vektor (U(yy, Ucay, . .., Ury) vektor vrstilnih statistik vektorja (Uy, U, . . .

neodvisnih enako EZ[0,t]-porazdeljenih komponent. Pogojna gostota vek-
torja (S1,S2,...,Sk) pri pogoju {N; =k}, k > 1, je

k!
p(s1,52,...,8%) = tfk]l{0<s1<52<~~<sk<t}-

Opombe:
Ce velja 1), so s tem implicitno podane vse konénorazsezne robne porazde-
litve procesa. Res,zan>1in0<t; <ty <---<t, je
(Nt17Nt27 s 7Ntn) = (Nt17Nt1 + (Ntz - Ntl)’ s 7Ntn71 + (Ntn - Ntn71))7
kjer ima (N¢, Ny, — N¢yy...y Ny, — N, _,) neodvisne komponente po pred-

postavki o neodvisnosti prirastkov in je zaradi stacionarnosti Ny, — N, , @

Neoct s D Pois(A(ti — tio1)).

g(t)

1Tu je o(t) Landauova oznaka za razred funkcij g(t) z lastnostjo limy g - = 0.

7Uk:)



Pomen tocke 3) je, da nam zagotavlja obstoj homogenega Poissonovega pro-
cesa in daje algoritem za njegovo simulacijo. Res, naj bo (Q, F,P) tak verje-
tnostni prostor, da na njem obstaja neko zaporedje (E;);>1 neodvisnih enako
Exp(\)-porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v (0, 00). Ker je po
KZVS Kolmogorova P> ;~1 Ei = o0) = 1, je na tem dogodku s predpisom
No=0,5,=>7 1B, A(S,)=1,n>1in N, =3 ., 1g, <4 podan proces
Stetja (IVi)¢>0, ki zadosca pogoju 3).

Tudi lastnost 4) nam omogoca simulacijo trajektorij do nekega fiksnega ¢asa
t > 0. Najprej iz Pois(At) simuliramo, koliko skokov naj bi pri tej trajektoriji
bilo. Recimo, da je izzid k. Potem moramo k-krat simulirati neodvisno enako-
merno zvezno na intervalu [0, ¢], razvrstiti rezultate po velikosti in dobimo case
prihodov od 0 do ¢, kar nam da trajektorije.

Dokaz. 1) = 2)
Po predpostavki ima (IVy);>¢ neodvisne in stacionarne prirastke in za vsak ¢t > 0
je Ny @ Pois(At). Potemtakem velja

P(N; =1) = Me ™M = M+ (e ™M — 1),

—_————
co(t)

saj je
M(e™ —1
i M 1)
tl0 t

=0.
Prav tako je

P(N;>2)=1-P(N; =0) —P(N; =1) =1 —e M — Me M,

€o(t)

saj je z uporabo L’Hospitalovega pravila

oo l—e M e M o de M e M N2 M
lim = lim =
t10 t tl0 1

2) = 1)
Vemo, da so prirastki neodvisni ter stacionarni. Ker je Ny = 0 po predpostavki,

je No @ Pois(0). Naj bo torej t > 0. Za n > 1 razdelimo interval (0,t] na n

enako dolgih poditervalov (@, %] ,k=1,2,... n. Sprasujemo se, na koliko

od le-teh smo opazili vsaj en prihod. V ta namen definiramo

S R "

kt =N (k—1)t 21

n

Slu¢ajna spremenljivka M,, nam pove Stevilo podintervalov na katerih smo opa-
zili vsaj en prihod. Njene ocitne lastnosti sta M,, < Ny in M,, < n.



Zaradi neodvisnosti prirastkov so Nt — Ng, N2t — Nt,...,Not — Ntn-1
n n n n f
neodvisne slucajne spremenljivke , torej so tudi

Z}CZ:ﬂ ]-Skénv
{w

b)
kt =N (k—1)¢ Zl}

neodvisne Bernoullijeve slucajne spremenljivke. Zaradi stacionarnosti prirast-
kov je

(

Zi Y Ber(P(Niw — Nunye > 1)) = Ber(P(N: > 1)),

t
torej so Zk, 1 < k < n, tudi enako porazdeljene in sicer Ber(p,) kjer smo
oznacili

pn =P(N: >1).

eI

Tako vidimo, da velja
d
M, 2 Bin(n, p,),
saj je M, = > ,_; Z vsota neodvisnih enako Ber(p,)-porazdeljenih slucajnih
spremenljivk.
7 vpeljavo nove spremenljivke h = % vidimo, da velja Se

P(N, >1
lim np, = lim nP(N: > 1) = limtM =
n—00 n—00 n hl0
P(Np=1)+ P(Ny > 2
=l PO =D+ PN 22) gy Medolh) +olh) _ )
hl0 h u—0 h

Iz zakona redkih dogodkov sledi, da zaporedje M, konvergira v porazdelitvi
proti Pois(At)-porazdeljeni sluc¢ajni spremenljivki.

Zelimo dokazati, da velja Ny @ Pois(At). V ta namen ocenimo napako, ki
jo naredimo, ¢e N; aproksimiramo z M,,.

Definirajmo napako R, = N; — M,,. Oc¢itno je N, = M,, + R,,. Do napake je
prislo natanko tedaj, ko sta vsaj na kaksnem od podintervalov bila dva ali vec¢
prihodov. Potem je

P(R, > 0) = P(R, >1) =P <O {N, ~ Ny > 2}) <
k=1

<Y P(Ni — Nu—nye >2) =nP(Ne >2) —— 0,

n— 00
k=1

torej napaka R, v verjetnosti konvergira proti 0, t.j., R, 5o Sedaj se lahko
sklicemo na Slutskyjevo lemo,? po kateri (konstantno) zaporedje N; konvergira

d
v porazdelitvi proti Pois(At), to pa je mozno le, ¢e je IV @ Pois(At).

2Lema Slutskyja med drugim pove, da za zaporedji (Xn)n>1 in (Yn)n>1 slucajnih spre-

menljivk na (2, F, P), za kateri velja Xn -2 X, Yn 55 ¢ € R, velja Xp + Vi -2 X +c.



Lahko pa dokazemo N & Pois(At) neposredno brez sklicevanja na lemo
Slutskyja. V ta namen naj bo f: R — R, ||f||cc < K, poljubna omejena zvezna
funkcija. Potem je

]E(f(Nt)) = E(f(Mn + Rn)) = E(f(Mn)) + E(f(Mn + Rn) - f(Mn)) (2)

Ker zaporedje (M,,)n>1 konvergira v porazdelitvi k Pois(At)-porazdeljeni slu¢ajni
spremenljivki, po definiciji konvergence v porazdelitvi velja

lim E(f(M,)) = E(f(Pois(At)). (3)

n—oo

Za drugi sumand v (2) pa lahko uporabimo oceno
|f(Mn + Rn) - f(Mn)| < 2-Kv]l{Rn>0}7

iz katere sledi

[E(f(My + Rn) — f(My))| < 2KP(R, > 0) —— 0. (4)

n—oo

Ko (3) in (4) uporabimo v (2), sledi

E(f(Ny)) = lim E(f(My)) + lim E(f(M, + Rn) — f(My)) = E(f(Pois(At)),

n— oo n—r oo

to pa po definiciji pomeni N, @ Pois(At).

1) = 3)
Naj bodo (S,)n>1 zaporedni ¢asi skokov procesa (N;):>o. Najprej preverimo,
da je P(S,, < o0) =1 za vse n > 1. To velja, ker je

n—1 ()\t)k
P(S, >t) =P(N; <n) = Z o oMt ——0.
k=0 ’ o

Ce definiramo se Sy : = 0, je torej zaporedje medprihodnih ¢asov T;, = S;, — S, 1,
n > 1, dobro definirano. Dokazati je potrebno, da je to zaporedje neodvisnih in
enako Exp(A)-porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk.

Naj bo (E;)i>1 zaporedje neodvisnih enako Exp())-porazdeljenih sluc¢ajnih
spremenljivk in definirajmo

Za posamicne spremenljivke W,, vemo, da so porazdeljene I'(n, A).

Trdimo, da je (Sp)n>1 @ (Wyn)n>1. To je ekvivalentno (po definiciji)

(51,527...,Sn)@(Wl,W27...,Wn), VnZl



Dokazujemo z indukcijo, najprej baza pri n = 1. Tedaj je

P(S; > t) = P(N; = 0) = e,

d
saj je po predpostvki Ny @ Pois(At). Po drugi strani pa je

P(Wy >t) =P(E; > t) =e M,

d
saj je E1 @ Exp(\). Trditev pri n = 1 torej velja.
Dokazimo sedaj Se indukcijski korak in predpostavimo, da trditev velja za

nek n > 1. Da dokazemo (S1,...,Sn, Snt1) @ (Wi,...,Wn, Wyi1), je dovolj

videti, da se ujemata skupni prezivetveni funkciji, torej
P(S1 > 81,...,50 > Sn, Snt1 > Sng1) =P(W1 > s1,..., Wy, > s, Wag1 > Spt1),

za poljubne (s1, ..., Sy, Sp11) € R"T1. Ker pa sta zaporedji (Sp,)n>1 in (Wy)n>1
naraScajoci in nenegativni, se lahko brez skode omejimo na primer, ko je 0 <
S1 §52 S SSn §3n+1-

Najprej izracunamo levi del

P(S1 > $1,...,80 > Sn, Snt1 > Spt1) =
= P(Sl > 8150, Sn—l > Sn—1, Sn > 5n+1)+
+P(s1 <51 < Spp1,82 <2 < Sppty oo Sn < Sn < Sppt, Sngl > Spgi)-
Pri prvem sumandu lahko uporabimo indukcijsko predpostavko neposredno. Da
bi jo lahko uporabili §e pri drugem, pa pogojimo na (Si,...,S,) in dobimo
P(Sl < Sl < Sn+41,52 < SQ < Spdly-e-ySn < Sn < Spa41, Sn+1 > Sn+1) =
]E(P(Sl <S5 < Spdlye--ySn < S, < 5n+175n+1 > 5n+1|51, . ,Sn)) =
=E (]E (]l{sl<51§$n+1} s ]]'{3n<Sn§Sn+l}]l{sn+1>$n+1} ‘Sl, cees Sn)) =
=E (]1{31<S1§Sn+1} te ]]'{Sn<sn§3n+1}E (]l{sn+1>$n+1} ‘Sl’ AR Sﬂ)) = (*)

Sedaj izrac¢unajmo, kako se izraza pogojno matemati¢no upanje E (]l{sn+1 Ssn ST,

na dogodku {S, < spi1} kot funkcija slucajnega vektorja (Si,...,S,). Za
0<up < -+ <up < Spy1 je zaradi neodvisnosti prirastkov

E(Ls,, 5500351 = uts-. oy Sp = un) =P(Ny,,, — Ny, =0) = e Aenr17un),

kjer smo upostevali, da ce je S, = u, < sp41 zahteva S, 11 > Sp+1 pomeni, da
med u,, in s, 41 ni bilo nobenega prihoda. Torej je E [1{Sn+1>sn+1} [S1, ..., Sn] =
e AEnr1=5n) g dogodku {S,, < s,41}-

7 ozirom na to, da je v zgornjem razmisleku v ozadju pogojevanje na dogodek
z verjetnostjo 0, bi bil bolj formalni razmislek sledeé¢

IP>(Sn+1 > 5n+1|51 =Ut,..., S = Un) =



li ]P)(Nul—h = O;Nul - Nul—h = lyNug—h - Nu1 = O7~ .. 7Nun - Nun—h = 13Nsn+1 - Nun = 0)
= 111m =

hl0 P(Nulfh = O,Nul — Nulfh = I;Nu27h — Nu1 = 0, .. ';Nun — Nunfh = 1)
P(N

—N,, =0)= e*>\(5n+1fun)7

Sn+1

kjer smo koncni rezultat dobili z upostevanjem neodvisnosti prirastkov.
Ko upostevamo pravkar izracunano, sledi

(%)

]E <]l{sl<S1§5n+1} . ]l{Sn<5n§sn+1}e—)\(5n+l—Sn)> —

= // e Memmu)qFg sy (u, . ),
(317371,+1]><"'><(3n13n+1]

kjer je Fg,, .. s,)(u1,...,uy,) skupni zakon vektorja (S1,...,5,).
Isti ra¢un ponovimo za (W1,..., W, W, 1) in dobimo

HD(I/Vl > 81500, Wn > Sp, Wn+1 > 5n+1) =
= ]P)(Wl > 81,0, Wit > 8po1, Wy > 5n+1)+
+ I[D(Sl < Wl < Sntly -850 < Wn < Sn+1, WnJrl > 3n+1)~

S pogojevanjem na (W7, ..., W,,) in enakim premislekom kot zgoraj se drugi
sumand zapiSe kot

]P(Sl < Wi < Sngly-e-ySn < W, < 8n+1,Wn+1 > 5n+1) =

= ]E (]1{51<W1§5n+1} e ]1{5W’<ansn+1}E (]]'{Wn+l>sn+l}‘W17 eey Wn)) = (**)

Izracunajmo Se pogojno verjetnost E (]l{Wﬂ,+1>Sn+l}|W1, ceey Wn) Za 0 <up <
Up < -+ < up < Spy1 kot zgoraj velja, z upostevanjem W1 =W, + E, 41,

]P)(Wn+1 > Sn+1|Wl =Ul,.. LW, = un) =
= ]P)(En—&-l > Sp41 — un|Wl =up,..., Wy = Un)) =

=P(Epy1 > Spy1 — Up) = e AEnr17n)

kjer smo upostevali, da je E,, 11 neodvisna od (Wy,...,W,,). Torej je na dogodku
{Wn S SnJrl}

E (]1{WH+1>57L+1}|W1, e Wn) — e Msny1—Wn)
Ko to upostevamo v (), dobimo

(**) =E (]1{81<W1S8n+1} s ]l{Sn<Wn§S¢L+1}67>\(Sn+liwn)> =

— e_A(S""'l_u")dF(Wl,m’W )(u17~--7u7l)a

n

(81,8n+41]X X (8n,8n+1]



kjer je Fw,,.. .w,)(u1,...,uy) skupni zakon vektorja (Wy,..., W,).

Po indukcijski predpostavki je (Wr,...,W,) @ (S1,...,5n), torej je

F(Sl,...,Sn)(ula e ,un) = F(W1,..A,Wn)(u17 s aun)-
Potem je
P(S1 > 81, 380—1> 8p—1,5n > Sng1) = P(W1 > s1,... , Wy1 > 51, Wy > 5p41)

in
(¥) = e M Tt d g sy (U, ) =

(81,8n41]X X (8n,8n+1]

_ // e—A(sn+1—un)dF(Wlw’Wn)(ul’ ) = (%),
(81,8n+1]X X (8n,8n+1]
saj integriramo isto funkcijo po istem obmodcju glede na isti zakon (mero), kar
toctno dokazuje

P(Sl > S1,.. ‘,Sn > Sn,Sn+1 > 8n+1) = P(Wl > 81,..., W, > Sn,Wn+1 > 5n+1)7

kot Zeleno.
Ker torej velja (S1,...,S) 9 (Wi,...,W,) za vse n > 1. Ker je funkcija
¢n: R™ — R™ definirana kot

—~

(bn(xl;“-yxn) = (xlaxQ i’ R ) _:I;’I’Lfl)

linearna, torej zvezna in, posledi¢no, Borelovo merljiva, velja za vse n > 1

d
(Tla"'7Tn) = qbn(Sl,,Sn) (:) ¢n(W177Wn) = (Ela"'7En)7

iz cesar sledi (T;)i>1 @ (E;)i>1, torej je zaporedje medprihodnih ¢asov (7T});>1

zaporedje neodvisnih enako Exp(\)-porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk.

3) = 4)

Po predpostavki je (INVi)¢>0 enostavni proces Stetja, pri katerem je Ny = 0
in so medprihodni ¢asi T; = S; — S;—1, @ > 1, (So = 0) neodvisni in enako
Exp(\)-porazdeljeni. Posledi¢no je S, @ gamma(n, \) z gostoto

)\nsnfl e
me ]].{s>0}7 n Z 1.

Dokazimo najprej, da je za vsak ¢ > 0 sluc¢ajna spremenljivka N; porazde-
ljena Poissonovo s parametrom At. Res, za fiksen ¢ > 0 je z integracijo “per



partes”
P(N; = k) = P(Sk <t < Spp1) = P(Sk <t) —P(Spy1 < 1)
t k—1 ¢ k
= / e (As) ds 7/ Ae™ s (As) ds
0 0

(k—1)! (k)!
[ s Q)R _ae (AD)F fo s et
—/OAe’\(kil)!ds—Fe’\ o —/OAe’\mds

k
Y (A]:,) — P(Pois(A\t) = k),
kjer smo upostevali {Sk11 <t} C {Sp <t}

Tako vidimo, da je N; zares porazdeljen Poissonovo s parametrom At. V
posebnem to pomeni, da ima za t > 0 in & > 1 dogodek {N; = k} strogo
pozitivno verjetnost.

Sedaj dokazimo Se lastnost vrstilnih statitik, najprej bolj neformalno.

Ker imajo (Si,...,Sk) skupno gostoto za vse k > 1, lahko za 0 < 51 < s9 <
-+ < 8 < t izraCunamo pogojno gostoto.

P(Sl € ds1,Sy € dss, ..., S, € dsk|Nt = k‘)
P(T) € ds1,To € d(s2 — $1),---, Tk € d(sg — Sg—1), Tr1 >t — Sk)

P(N, = k)
_ ]P(Tl S dsl)IP(Tg S d(SQ — 81)) e ]P(Tk S d(sk — Skfl)]P(Tkle >t — Sk)
Ae A1\ AMs2m51) | N Askmsk—1) o= AE=sk) 4oy L dsy,
- (/\t)kef/\t
k!

k!
= tfkl{0<sl<52<...<sk<t}d81 N dSk,

kar je tocno gostota za vektor vrstilnih statistik (U1, ..., Uw)), kjer je (U, ..., Ux)
vektor neodvisnih EZ|0, t]-porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk.

Korekten dokaz pa je slede¢. Ker je, pri oznakah iz dokaza prejsnje tocke,
(Th,...,T,) = ¢n(S1,...,S,) in je |dete,| = 1, sledi iz predpostavke, da
ima vektor (T1,...,T,) gostoto A"e 1 ...e™ Mnly o oy, da ima vektor
(S1,...,5n) gostoto

—Asn
AteT P L pcs <oz}, 1> 1

Potem ima vektor (Si,..., Sk, Sk+1) pogojno na dogodek {N; = k} = {S; <
t < Sg+1}, k> 1, gostoto

)\k-ﬁ-le—ASkJrl

f(s15000, 88, 8611| Ny = k) = mﬂ{oql<~-<sk<sk+1}]l{skgt<sk+1}

k! —As At
:t?Ae e L rocs, < csp <t} Lt<spsn }-



Iz tega takoj sledi, da je pogojna gostota vektorja (Si,...,Sk) pri pogoju {N; =
k} enaka

f(s1,... 85| Ny = k) = / J(s1,. 0, Sky Sk1|Ne = k)dspy1 =
R

k! o
- tik]]'{0<sl<“~<sk§t}/ e Msrt1=1) gg
t

k!
= ﬁ1{0<s1<sz<~~-<sk<t}a

kar dokazuje trditev.

Da dokazemo, da iz 4) sledi 1), potrebujemo naslednjo lemo.

Lema 2. Naj bodo Ai,..., A\, >0 dana Stevila, X :== > | \;, p; = N Potem

sta za nabor Zi,...,7Z, slucajnih spremenljivk z vrednostmi v Ny ekvivalentni
naslednygi trditvi-

a) Zi,...,Zy, so neodvisne in Z; @ Pois(A;), i=1,...,n.

b) Z .= Zy + -+ + Z, je porazdeljena Z @ Pois()) in, pogojno na {Z =
k}, k > 1, je slucajni vektor (Z,...,Z,) porazdeljen Mult(k;p1,...,pn),
torej velja

! o
P(Zi=j1,....2,=ju|Z =k) = ———pl*...pI"
( 1 J1, y Ln ]n| ) ]1']@2']77,'1)1 pna

kjer je j1 + -+ jn = k.
Dokaz Leme. a) = b)]
@

Ker so Zy, ..., Z, neodvisne in Z; @ Pois(\;), sledidaje Z =214+ Z, =
Pois(\). Torej za j1,...,Jn >0, 41+ -+ jn =k > 1, velja

P(Zy =j1,-- s Zyp = jn
B(Z = iy, 2 = julZ = k) = DAL= TN s Dn = i)

P(Z = k)
b2 \n
- 1 A 'n . X
_6 1ﬁ'”6 jn!_ k! <>\1)J1 <)\n>3n_
a L AE Talgd\x ) )
TR

k! . )

:]1!-j !(pl)jl"'(pn)]n’

kar pomeni, da je vektor (Z1,...,Z,), pogojno na {Z =k}, k > 1, porazdeljen
Mult(k;p1y ..., pn).
b) = a)



Po predpostavki je Z @ Pois()\), vektor (Zy,...,2Z,) pa je, pogojno na
{Z =k}, k > 1, porazdeljen Mult(k;p1,...,pn). Potemza j1+---+j, =k >1
velja

P(Zy = j1, s Zn = jn) =P(Z1 = j1,. .., T = julZ = K)P(Z = k) =

__ K i juo AN TR AL (A

= g ey = gl -
Vs AJn

=e ML eI — P(Pois(\y) = j1) - - - P(Pois(Ay) = jin)-

Cejepak=0,sledi j; = jo = = j, = 0 in velja

P(Z1=0,....,Z,=0)=P(Z=0)=e = M...e"* =
=P(Pois(A\1) =0)---P(Pois(A,) = 0).
Tako vidimo, da ima vektor (Z1, ..., Z,) neodvisne komponente in Z; @ Pois(\;),
1< <n. O
Sedaj lahko dokazemo, da iz 4) sledi 1).
4) = 1)

Treba je dokazati, da ima proces (N¢);>o neodvisne in stacionarne prirastke.

d
Naj bodo torej 0 = tp < t; < to < --- < t, = t. Po predpostavki je N; @

Pois(At). Ker je Ny = Ny, + (N, — Ny ) + -+ + (Ne, — Ny, _,) je, z ozirom na
zgornjo lemo, dovolj pokazati, da je pogojna porazdelitev vektorja (N, Ny, —
N¢yyoo oy Ny, — Ny, _,) pogojno na {N; = k}, k > 1 multinomska. Res, za
jl)"'7j77, 20,j1++]n =k> 1,Ve1ja

(x) =P(Ny, = j1, Ny — Nyy = j2, ..., Ny, — Ny, = Gn| Ny = k) =
=P(S), <t1 < Sjiias Sjitse Stz < Sjijotts -5 Sk—j, < o1 < Sp—j, 41| Ne = k).

Ker po predpostavki velja, da je (S1,...,Sk)|{N: = k} @ Uy Uy)s
za Uy, ..., Uy neodvisne in enako EZ|0, t]-porazdeljene, lahko nadaljujemo

() =PUGH <t <Ugitn)- 5 Uy < a1 < Utg—ji1)) = (6%)-

Sedaj izrazimo iskano verjetnost s slu¢ajnimi spremenljivkami Uy, ...,U, in
dobimo

k k k
(k%) =P (Z Liv,e0,6)) = J1s Z Y et o)y = J25- -5 Z Lv,etni,ta} = jn> =
=1 =1 =1

_ K 0\ (ta—t j2m ty —tn_1\""
Gl \ Ut t t ’




kar pomeni, da je vektor prirastkov (Ny,, Ny, — Niyy ..., Ny, — Ni,_,) pogojno
na {N; = k}, k > 1, porazdeljen multinomsko Mult(k;p1,...,pn), Kjer je p; =
Lt 1<i<n.

Iz leme sedaj sledi, da so Ny, (Ny — Ney)yoooy (Ny, — Ny
slucajne spremenljivke in velja

) neodvisne

n—1

t; —t;— .
Nti — Nti—l (i) Pois ((tl))\t> = PO'LS(}\(ti - tifl))v

kar dokazuje, da ima proces (INVi);>o neodvisne in stacionarne prirastke kot
zeleno. O



