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6. Jordanska kanoni¢na forma

Definicija jordanske kletke in jordanske matrike
Jordanska kletka je matrika oblike

S HEEE

kjer je A kompleksno Stevilo. Jordanska matrika je matrika oblike
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0 ... Jn
kjer so Ji, ..., Jm jordanske kletke (lahko razli¢nih velikosti in razli¢nih \).
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Spomnimo se, da ni vsaka matrika podobna diagonalni matriki. Velja pa:

Izrek o jordanski kanoni&ni formi

Vsaka kompleksna kvadratna matrika A je podobna kaki jordanski matriki
J. Pravimo, da je J jordanska kanoni¢na forma za A.

Opomba: Jordanska kanoni¢na forma matrike A ni enoli¢na. Ce namret
permutiramo njene jordanske kletke, potem spet dobimo jordansko
kanoni¢no formo matrike A. S primerno permutacijo jordanskih kletk lahko
dosezemo, da jordanske kletke z istim )\ sedijo skupaj in so urejene po
velikosti od najvedje do najmanjse.

Opomba: Jordanska kanoni€¢na forma matrike A je uporabna za ratunanje
funkcij matrike A. To bomo spoznali v naslednjem razdelku.
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V dokazu izreka bomo potrebovali pojem jordanske verige.

Definicija jordanske verige

Naj bo A lastna vrednost matrike A. Jordanska veriga dolzine k
je tako zaporedje nenicelnih vektorjev vi, ..., vk iz C", da velja
(A — )\I)Vl = 0, (A — )\I)Vg =Vi,..., (A — )\/)Vk = Vk—_1.

Opomba: Iz definicije sledi, da je Avi = Avy, Avo = vi + Awp, ...,
Avi = vik_1 + Avk. V matri¢ni obliki to zapisemo kot

Al 0
A[vl Voo ... vk]:[vl Voo ... vk] S (%)
0o o .1
0 0 ... A
Matrika [ Vi Voo ... Vg ] ni kvadratna. Stolpci so linearno neodvisni.
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Definicija jordanske baze
Bazi, ki je unija jordanskih verig pravimo jordanska baza. J

Ce uspemo najti jordansko bazo za C”, je dokaz izreka o jordanski
kanoni¢ni formi kon&an. Elemente te baze namret zloZimo v matriko

P=[P ... Pm],

kjer so stolpci podmatrike P; ravno elementi i-te Jordanske verige v tej
bazi. Po formuli (x) obstajajo take Jordanske kletke Ji, ..., Jy, da velja
AP; = P;J; za vsak i. Odtod sledi, da velja

Jo.. 0
AP=P| : . |,
0 oo Jm

Torej je matrika A res podobna Jordanski matriki.
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Da bi nasli jordansko bazo za C", je dovolj dovolj poiskati jordansko bazo
za vsak korenski podprostor posebej. Po izreku o korenskem razcepu je
namre¢ C” direktna vsota vseh korenskih podprostorov matrike A,

torej je unija baz vseh korenskih podprostorov baza za cel prostor C".

Korenski podprostor Ker(A — A/)", ki ustreza lastni vrednosti A si
predstavljamo kot veliko $katlo, v kateri gnezdijo majhne Skatle.
Najmanjsa od teh %katel je lastni podprostor Ker(A — Al) za A.

Ker(A — \)" = KerN"*!
KerN" 1
KerN?
‘ KerN ‘
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Naj bo A lastna vrednost matrike A. Ozna&imo N = A — Al. Opisimo
konstrukcijo jordanske baze za korenski podprostor Ker/N".

1. korak Radunanje pomoZnih baz.

Najprej za vsak i = 1, ..., r izberemo poljubno bazo B; za KerN'.
B, KerN" = KerN"+1
B,_1 KerN™1
B> KerN?
B KerN
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2. korak Popravljanje pomoZne baze B, .

Najprej izberimo take elemente vy, ..., ux, € B,, ki dopolnijo B,_1 do baze
za KerN". Potem je B,_1 U {u1,...,ux } popravek pomozne baze B;,.
Uty ..y U KerN"
B,_1 KerN™1
B> KerN"2
B> KerN?
B1 KerN
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3. korak Popravljanje pomozne baze B,_1.
Najprej vektorje uq, ..., u,, € KerN" pomnoZimo z matriko N.
e Dobljeni vektorji Nuy, ..., Nuy, leZijo v KerN™ 1.
e Mnozica B,_o U {Nuy,..., Nug} je linearno neodvisna.
Izberimo take elemente vy, ..., vk, € B,_1, ki dopolnijo linearno neodvisno
mnoZzico By_p U {Nuy, ..., Nuy } do baze za KerN"~1. Potem je
Br_o U{Nuy,...,Nug}U{vi,..., vk} popravek pomoZne baze B,_;.

up ... Uk KerN*
4 I
Nuy ... Nug, vioo.. v, KerNr—1
B,_» KerNr—2
B> Ker N2
B KerN
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4. korak Popravljanje pomozne baze B,_».

Najprej vektorje Nuy, ..., Nuy,vi,..
e Dobljeni vektorji N?uq, ...
e Mnozica B,_3 U {N?uy, ..
Izberimo take elemente wy, ..
B,_3U {N2U1, RN Nzukl, Nvy, ..

2

7N Uy, /VV;[7 ..
2

o N9ug, Ny,

Sy Vi, € KerN"~1 pomnoZimo z N.
., Nvy, leZijo v KerN™—2.

., Nvi,} je LN.
., Wik € Br—2, ki dopolnijo LN mnoZico

.y Nvk, } do baze za KerN"—2.

u . u
il f ! KerN"
Nup ... Nu, v v

i 1 \Lkl f i(z KeI‘Nril
2 2 —2

N7uy ... Neug, Nvp oo Nvg, wy oo wyg KerN"

B> KerN?
By KerN
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Postopek nadaljujemo, dokler ne popravimo vseh pomoznih baz

dobimo naslednjo skico:

. Na koncu

ui € KerN"\KerN™ 1 zai=1,... k

!

Nu; \/J-EKe:rN’_l\Keerr_2 zaj=1,...,k

\: \
N2u; Ny wy € KerN™=2\ KerN—3

: : : zak=1,...,k;

\ \: \:
N2y, Nr_3vj N=%wy ... t; € KerN?\ KerN

+ J i) bzal=1,... k1
N™Ly; N”zvj N 3w, ... Nt Zm € KerN

zam=1,..., k
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Vsak stolpec v zgornji skici nam da eno jordansko verigo. Imamo torej k;
jordanskih verig dolZine r, ky jordanskih verig dolZine r — 1, k3 jordanskih
verig dolzine r — 2, ..., k, jordanskih verig dolZine 1. Skupaj je to

ki + ...+ k, = dim KerN jordanskih verig. Jordanskih verig za lastno
vrednost A je torej toliko kot je njena geometrijska veckratnost.

Treba je Se utemeljiti, zakaj ta konstrukcija deluje. V vsakem od r korakov
konstrukcije smo enkrat uporabili naslednjo trditev.

Trditev

Naj bo k naravno ¥tevilo in N matrika. Naj bo By_; baza za KerNk—1,
By baza za KerN¥ in naj bo Ci.; dopolnitev B, do baze za KerN +1.
Potem je mnoZica Bx_1 U N(Ck41) linearno neodvisna, torej jo lahko
dopolnimo do baze za KerN* s podmnoZico od By.
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Dokaz: Naj bo Bx_1 = {e1,...,e}, By ={f,...,f}in

Ciser = {g1,...,8t}. Kerje Cry1 podmnozica Ker N+, je
N(Cxy1) := {Ngi, ..., Ng:} podmnozica KerN*. Preverimo, da je
mnoZica Bx_1 U N(Cky1) linearno neodvisna. Recimo, da je

ajer + ...+ akex+ B1Ng1 + ...+ BeNge =0 (1)
Pomno¥imo z N¥~1 in upo&tevajmo, da ey, ..., e, € KerN¥1.
Dobimo Blngl + ...+ Btngt =0, torej 181+ ...+ B:gt € KerNk.
Ker je fi,. .., f; baza za KerN¥, lahko razvijemo

Prigi+...+ Begt =mh + ... +7sfs.

Kerje f1,...,f,g1,...,8 baza za KerNt1 velja B1=... =3, =0
(iny =...=7s=0), torej iz (1) dobimo a1e1 + ... + akxex = 0.
Ker je e1,..., e, baza za KerN*k—1, odtod sledi a; = ... = a, = 0.
Torej je mnozica B := {e1,...,er, Ngi,..., Ng:} res linearno neodvisna.

Ce je LinB = KerN¥, potem kontamo. Ce LinB # KerN* potem LinB ne
more vsebovati vseh f;, saj so ti baza za KerNk. Torej obstaja tak indeks

i1, da f;, & LinB. Podobno konstruiramo tak >, da f;, ¢ Lin(BU {f;,}). S
postopkom nadaljujemo dokler BU {f;,...,f._,} ni baza za KerNk.  []
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Primer
Pois¢i jordansko kanoni¢no formo matrike

>

I
o O O O
O O N -
O NN
N O NN

Resitev: Najprej izraunamo karakteristi¢ni polinom
det(A — xI) = x(x — 2)3.

Potem izratunamo lastne in korenske podprostore za lastno vrednost 0

KerA = Lin{ } = KerA?2

O O o
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in nato Se za lastno vrednost 2

Ker(A —2/) = Lin{

Ker(A — 2/)? = Lin{

Opazimo, da je

N O O R

1
. . 0
in da je (A—2/) 0
2

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)

2
4
0
0

3
0
-2
2
1 -1
0 0
o’ 1 |’
2 0

Enaindvajseto predavanje

O O N
—

} = Ker(A —21)3

OO N

linearno neodvisen od

-2
2

marec 2021

dopolnitev baze Ker(A — 2/) do baze Ker(A — 2/)?

15 / 25



Torej imamo naslednjo situacijo.

1
0
0

1 2

0 I

: INE
4 0
0 )
0 2
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Jordanske verige zloZimo v matriko

-2
2

OO O =
oo B~ DN
N O O

Vsaki jordanski verigi dolZine k pripada ena jordanska kletka velikosti
k x k. Torej je jordanska kanoni¢na forma matrike A enaka

o O O o
O O N O
O N = O
N O O O

Matriko A torej lahko izrazimo kot

A=PJPL.
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7. Funkcije matrik

Ce poznamo razcep A = PJP~1 matrike A, potem se racunanje potenc
matrike A prevede na ralunanje potenc matrike J, saj velja

A" = (PJP~YY(PJP7Y).- - (PIP~Y) = PJP L.

Ker je J blo¢no diagonalna matrika sestavljena iz Jordanskih kletk, se
potenciranje matrike J prevede na potenciranje Jordanskih kletk.

Potenciranje matrik je uporabno pri re$evanju linearnih rekurzivnih enacb.
Primer sistema linearnih rekurzivnih enacb
Xn+1 = —4xp +4yn, x0 =0

Yn+1l = —Xn, yo=1
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Najprej sistem zapisemo v matri¢ni obliki
et R PR Y
Yn+1 Yn -1 0

Xo | _gn[ ] _[-4 4 "To
Yo ] o | [ -1 0 1
Kot v prejsnjem razdelku izra¢unamo jordansko kanoni¢no formo za A
-1
_ 112 3 -2 1 2 3
A=PIP= [ 1 2 0 -2 1 -2

S popolno indukcijo pokaZzemo, da je

It R R =

Odtod sledi
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Odtod sledi, da je

e[S 7

_ { (—=2)" —2n(—=2)"1 4n(—2)"1 }
—n(—2)"1 (=2)" + 2n(—2)""1

kar lahko %e naprej poenostavimo. Ce A" pomnoZimo z [ ;0 } dobimo
0

o P e B el
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Oglejmo si, kako izra¢unamo potenco jordanske kletke.

Formula za potenco k X k jordanske kletke
A 1 0 ... 0" [ A" b (D2 (M)A
1 : A"t
0 oo oo o A Lo AT

_ .

Dokaz: Jordansko kletko lahko zapiSemo v obliki Al + N, kjer je N
matrika, ki ima na prvi naddiagonali same enke, drugod pa same nicle.
Potence matrike N je preprosto izratunati. Opazimo, da je N’ matrika, ki
ima na i-ti naddiagonali same enke, drugod pa same ni¢le. Ker je N k x k
matrika, nima k-te naddiagonale, zato je N¥ = 0. Po binomski formuli

(M + N)" = Z <'I’> AN = ki (7) AN

i=1 i=1
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Iz Analize vemo, da se dajo Stevilne funkcije izraziti s potenéno vrsto,

recimo
o0
-y
n!
n=0

Ali lahko naso metodo za radunanje potenc matrike posplosimo na
potenéne vrste? lzkaZe se, da lahko. Vzemimo recimo funkcijo

(o)
S
n=0
in vstavimo A = PJP~! namesto x. Dobimo

= i A" = i cnPJ"P! = P(i )Pt = PF(J)P!
n=0 n=0 n=0

Ratunanje f(J), kjer je J jordanska matrika, lahko prevedemo na primer,
ko je J jordanska kletka. Velja namre¢
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h ... 0 f(h) ... 0
fop = : :
0 ... Jn 0 f(Im)
Pri raunanju funkcije jordanske kletke si pomagamo z naslednjo formulo.

Formula za funkcijo k x k jordanske kletke

A1 0 07 [ ey PR ]

A N T Lo
: o1 ; o fI(N)
[0 ... o o A 0 .. )]

Za f(x) = x" je to ravno formula za potenco jordanske kletke. Ker je
formula linearna v funkciji f, odtod sledi, da velja za vse poten&ne vrste.
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Oglejmo si primer uporabe funkcij matrik. 1z Analize vemo, da je funkcija
y(t) = ce? resitev diferencialne enatbe y'(t) = ay(t). To nam da idejo za

reSevanje naslednjega sistema diferencialnih enacb:

yvi(t) = apayi(t)+ ...+ arqyq(t)

va(t) = agayi(t)+ ...+ addya(t)

Ta sistem najprej zapisemo v matri¢ni obliki kot

y'(t) = Ay(t).

IzkaZe se, da je njegova resitev vektorska funkcija

kjer je c konstanten vektor.
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Matri¢no funkcijo e?t izratunamo tako, da v funkcijo f(x) = e™ vstavimo
A namesto x. Kot zgoraj to prevedemo na primer e’t, kjer je J jordanska

kletka. V tem primeru iz formule za funkcijo jordanske kletke dobimo
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At At 2 At th=1 At

e te 76 me
2 At
2e
teAt

0 eAt
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