RESITVE 1. IZPITA IZ UVODA V NUMERICNE METODE-FIZIKI

28. januar 2008

1. Preverite, da zaporedje a,, = ( L zadosca diferencni enacbi

1) (nt2)

1
Qp =Nap_1 — ——, ay=1/2.
(n+2)

Nato predlagajte, kako bi numeri¢no natanéno izracunali clene a;, ¢ =
0,1,...,20.
Resitev: Preprosti racun
1 1 1 1
=N —_ =
n+ 2 nn+1) n+2 (n+1)(n+2)

nap—1 — = Qp

pokaze, da je zaporedje a,, = er)lw resitev podane diferencne enacbe.
Hitro se prepricamo, da neposredno racunanje po rekurzivni formuli
“naprej” ni dobro (odstevanje skoraj enakih Stevil), saj se napaka pri

¢lenih hitro povecuje. Zato rekurzijo zapisemo v obliki

1 n 1
Ap_1 = — | ap .
! n n+2

Za dovolj velik N > 20 izberemo na primer ay = 0 in ra¢unamo po
pravkar zapisani formuli “nazaj”.

. Iscete nicle funkcije f(x) = z+4—¢*". Preverite, da ima f vsaj po eno
niclo na intervalih [—2, —1] in [1,2] (v resnici ima natanko eno na vsa-
kem intervalu). Nato z neko metodo poiscite ni¢lo na vsakem od prej
omenjenih intervalov na stiri decimalna mesta natancno. Za izbrano
metodo zapiSite prvi in zadnja dva priblizka.

Resitev: Na omenjenih intervalih je res vsaj po ena nicla, saj je
f(=2) f(=1) < 0in f(1) f(2) < 0. Za iskanje manjse izberemo di-
rektno iteracijo v obliki

Tpy1 = —y/log(zp +4).

Ce je 9 = —1.5, dobimo, 4, = —1.0414 in x5 = —1.0415. Za vecjo
niclo iteracijo prepisemo v obliko

Thi1 =/ log(zy + 4).
Pri izbiri g = 1.5 dobimo x3 = 1.2908 in z, = 1.2907.

. Zamatriko A € R™*™ poznate njen LU razcep, torej tako spodnje triko-
tno matriko L z enkami na diagonali in zgornje trikotno matriko U, da
je A= LU. Podan je se vektor b € R". Kako bi uc¢inkovito izracunali



vektor (AT A)f1 b? Natancno prestejte Stevilo potrebnih mnozenj in
deljenj. Predlagani postopek preverite na podatkih

100\ /123
A=(2 100 1 2 b=(1,2,3)".
321/ \0 01

Resitev: Ker je A = LU, je AT A= UT LT LU. Rac¢unanje vektorja
T = (AT A)_l b je ekvivalentno resevanju sistema

(U"L"LU) z=b.

Opazimo, da ga lahko resujemo na primer takole

UTil?l = b,

L" zy =z,
Lz3 =z,
Uz3 = z3,

pri ¢emer je £, = . Imamo dve obratni in dve direktni vstavljanji. Ce
upostevamo, da ima L enke na diagonali, dobimo

, (n(nQ— D, n(n2+ 1)) oy

mnozenj in deljenj.
. Robni problem
y'(@) +y (@) =4y +2=0, y(0)=1, y(1) =2,
reSujete s strelsko metodo. Za resevanje zacetnega problema
y'(@) +y (@) —4y+2=0, y(0)=1, y(0) =a,

uporabite Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5. Resite zacetni problem
dvakrat, prvi¢c z a; = —1, drugi¢ z as = 1. Predlagajte, kako bi na
podlagi izracunanih vrednosti izbrali naslednji priblizek as.

Resitev: Z uvedbo vektorske spremenljivke Y = (y,y')?, diferencialno
enacho drugega reda prevedemo na sistem prvega

Y' = (Y(2),4Y(1) - Y(2)-2)",
Uporabimo Eulerjevo metodo
Yip =Yr +hF(n,Yy),

pri cemer prvi¢ vzamemo Yo = (1,—1)T, drugic¢ pa Y, = (1,1)T. Do-
bimo Y, = (0.25, —0.625)7 in Y, = (2.25,2.375)7. S sekantno metodo
dolo¢imo as takole

Qo — 3
a3 = o + (2 — YQ(l))?2(1) ~ Y2(1) = Z




RESITVE 2. IZPITA IZ UVODA V NUMERICNE METODE-FIZIKI

7. februar 2008

1. Numericno stabilno izracunajte vrednost izrazov

a)
—-ver —1,
x

b)

1 1
1+ =+
i

1 li=ar=
x x
za v =1072,107%,1078,107%, . ...
Resitev: Za majhne x pride v obeh formulah do odstevanja skoraj
enakih stevil, kar povzroc¢i velike numeri¢ne napake. Prvo formulo s
pomocjo Taylorjeve vrste preuredimo v

Za majhne z je ve¢ kot dovolj vzeti samo prve tri ¢lene vrste pod kore-
nom, saj za zgoraj navedene vrednosti x dobimo zaporedoma 1.00005,
1.00000, 1.00000 in 1.00000.

Pri drugi formuli pa upostevamo (za x > 0)

1 1 1
1+=+

1
—2——\/1—x+x2:—<\/1+x—|—x2—\/1—x+x2)
X i X X
1 2 B 2
eVlI+az+22+Vi—-a+2? Vitz+a22+V1—z+a22

Za zgoraj navedene z pa tokrat dobimo 0.99996, 0.99999, 1.00000 in
1.00000.

. Preverite, da ima funkcija
@)= s
natanko eno niclo o € [0, 1]. Nato se prepricajte, da navadna iteracija

Ly (1 _ 10g .737»)

=0,1,...
1+2$r ) r ) )

Trt1 =
konvergira k nicli o z asimptoti¢nim redom konvergence vsaj 2 in jo
poiscite na 4 decimalna mesta natancno.

Resitev: Ker je f(0) =1>01in f(1) =e2? -1 <0, ima f na [0,1]
vsaj eno niclo. Po drugi strani pa je f/(z) = —2e¢72% — 1 < 0, kar
pomeni, da je f monotono padajoca in zato ne more imeti ve¢ kot ene



nicle.
Naj bo «a resitev zgornje enacbe, torej

7 nekaj preoblikovanja dobimo
loga = —2aq, (1)
kar bomo uporabili pri nadaljnjih racunih. Oznacimo iterativno funk-
cijo z
z (1 —logx)
Red konvergence navadne iteracije je p, ce je
i)
9(e) = a,
ii)
g(q)(a):O’ q:]"27"'7p_]‘7 g(p)(a)%o'
Ce upostevamo (1), opazimo najprej, da je g(a) = a. Z nekaj racunanja
pridemo do odvodov funkcije g v o, namrec

2a + log «

/ e S i = B S

g(a) = 14+2a)? 0
doa(a—1)+4aloga—1

" o

g(e) = a(l+2a) 7 0.

Red konvergence je torej 2.
Ce za z( izberemo xy = 0.4, so zaporedni priblizki naslednji: =, =
0.4258, x5 = 0.4263, x3 = 0.4263,. .. Resitev je torej a = 0.4263.

. Naj bo L € R™™ spodnje trikotna matrika z nenicelnimi elementi
na diagonali in b € R™. Podrobno opisite ekonomicen algoritem za
racunanje vektorja

r=L"L"b.
Prestejte to¢no Stevilo mnozenj in deljenj. Algoritem nato preverite na
podatkih

I —

— NN
N W O

0
0], b=1(0,0,3)".
3

Resitev: Racunanje vektorja z razdelimo na dva dela: i) iskanje vek-
torja y = L7'b in ii) £ = LTy. Predvsem je nedopustno racunati
inverzno matriko L~!. Namesto tega vektor y poiscemo kot resitev
sistema

Ly =0».
Ker je L spodnje trikotna matrika, uporabimo direktno vstavljanje. Pri
tem naredimo n(n —1)/2 mnozenj in n deljenj. Koné¢ni  dobimo sedaj
z neposrednim matriénim mnozenjem z = LTy. Ker je LT zgornje
trikotna matrika, nas to stane le n(n 4+ 1)/2 mnozenj. Skupaj torej
n? 4+ n operacij.
Za posebni primer dobimo resitev z = (1,2,3)7.

2



4. Iscete niclo funkcije y, ki je dana kot resitev zacetnega problema

y'(t) +sin(y(t)) =0, y(0) =1, ¥/(0) =0.

Za zacetni priblizek nicle izberete t; = 1. Naslednji priblizek ¢; pa
izracunate po Newtonovi metodi. Izracunajte ¢; tako, da za racunanje
vrednosti y(to) in y'(to) uporabite Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5.
Resitev: Nov priblizek po Newtonovi metodi izracunamo takole

y(to)
Y'(to)

Zato potrebujemo vrednosti y(to) in y'(tg). Kot namiguje navodilo,
bomo njuna priblizka dobili z Eulerjevo metodo za zacetni problem
drugega reda. Slednjega najprej spremenimo na sistem prvega reda z
novo vektorsko neznanko Y (t) = (y(t),%'(t))?, od koder dobimo

tlzto—

Y(t) = F(LY (1) = [Ya(t), —sin(Y1 ()], ¥(0) = [1,0]".

Pisimo Z(t) ~ Y (t). Z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5 v dveh
korakih dobimo

Z(0.5) =Y (0)+hF(0,Y(0)) = [1,-0.420735]",
Z(1) = Z(0.5) + h F(0.5,Z(0.5)) = [0.789632, —0.841471]".

Torej je y(ty) = y(1) ~ 0.789632 in ¥/'(ty) = y'(1) ~ —0.841471. Od
tod t; ~ 1.938395.



RESITVE 3. IZPITA 1Z UVODA V NUMERICNE METODE-FIZIKI
23. april 2008

1. Preverite, da za integral

1
I(a)=¢! / " %" dx
0
velja rekurzivna relacija
I(a) =1—(n+a)l,—1(a).

Izracunajte I,,(0) za n = 16,17, ..., 20, ¢e veste, da je I15(0) ~ 0.059.
Resitev: Rekurzivno relacijo preverimo z integracijo per partes:

1
6_1 / In—i—ae:c dl’ — 6_1 xn—i—a eac ’é
0
1
—etn+a) / " e dr =1~ (n+a) L1 ().
0

Opazimo, da je zaporedje {I,(0)} ~, padajoce in lim, .. 1,(0) = 0.
Obenem pa resitev homogene diferenéne enachbe naraséa po absolutni
vrednosti. Torej lahko pri racunanju “naprej” pricakujemo velike nu-
meri¢ne napake, kar opazimo, ¢e nekaj ¢lenov izracunamo neposredno
po rekurziji. Tezavam se izognemo tako, da racunamo “nazaj”. Posta-
vimo Ix(0) = 0 za dovolj velik N in ra¢unamo I,,_1(0) = (1 —1,(0))/n.
Vet kot dovolj je zaceti z N = 25. Dobimo I5(0) = 0.046, I19(0) =
0.048, I15(0) = 0.050, I;7(0) = 0.053, I15(0) = 0.056 in I15(0) = 0.059.

2. Poiscite tisto vrednost argumenta, pri katerem je dosezena najvecja

vrednost funkcije f(x) = x sinz na intervalu [0,3]. Rezultat naj bo
tocen na 3 decimalna mesta.
Resitev: Funkcija f je na danem intervalu nenegativna. Hitro se
prepricamo, da ima odvod f’(z) = sinx + x cosx nic¢lo pri z = 0
in nekje na intervalu (7/2,3). Od tod nujno sledi, da je maksimum
dosezen bodisi v ni¢li odvoda ali na desnem robu, torej pri z = 3 (levi
rob ni v igri, saj f(0) = 0). Ni¢la odvoda zados¢éa enachi x = —tg(x).
Preoblikujemo jo v x = —arctgzr 4+ 7 in resimo z navadno iteracijo z
zacetnim priblizkom xq = 2. Dobimo zaporedje priblizkov z; = 2.034,
xe = 2.028, 3 = 2.029...Ker je f(3) < f(x3), je maksimum torej
dosezen pri x = 2.029.

3. Naj bo L € R™ " neizrojena spodnje trikotna matrika. NapiSite uéin-
kovit algoritem za izracun matrike L=!. Prestejte Stevilo potrebnih
operacij (mnozenj in deljenj). Algoritem preizkusite na matriki

0 00

=W N =

10
21
3 2

_ o O



Resitev: Naj bo L™! = [y;,99,---,9,], ¥, € R", i = 1,2,...,n.
Stolpce y,; doloc¢imo tako, da reSujemo sisteme enach

Ly, =e;, 1=12,...,n,

kjer je e; i-ti enotski vektor, torej tak, ki ima povsod nicle, le na mestu
1 enico. Toda matrika L je spodnje trikotna, zato vsakega od sistemov
resimo z direktnim vstavljanjem. Brez upostevanja posebne strukture
desnih strani dobimo za vsak sistem n(n + 1)/2 operacij, skupaj torej
n?(n + 1)/2. Toda desne strani so vektorji, ki imajo na prvih i — 1
mestih in na zadnjih n — ¢ mestih nicle. Zato se da Stevilo operacij
zmanjsati. Ko namrec¢ reSujemo konkretni sistem Ly, = e;, takoj sledi,
dajey; =y, = - =1vy;—1 = 0. Vrednost y; dobimo z enim deljenjem,
ostale pa po klasicnem postopku direktnega vstavljanja, pri cemer za
vsako komponento y;, 7 > 4, potrebujemo samo dve operaciji. Skupno
stevilo opracij za i-ti sistem je tako 1+ 2 (n—1). Za vse sisteme skupaj

pa

n

Z(1+2(n—i)):n+2n2—n(n+1):n2.

Za konkretno matriko iz naloge dobimo

1 0 0 0
o2 1 0 o
=11 9 1 o0
0 1 -2 1

. Delec se giblje po krivulji r(t) = (x(t),y(t))”. Ob casut =0 je r(0) =
(0,0)T in 7(0) = (1,2)". Z Eulerjevo metodo s korakom At = 1/4
poiséite polozaj delca ob ¢asu t = 1/2, ¢e za pospesek velja

Resitev: Diferencialno enacbo najprej prevedemo na sistem stirih pr-
vega reda. Uvedemo nove spremelnjivke 21 = x, 20 = &, 23 = y in
z4 = 9. Ce pisemo Z = (z;)}_;, se zacetni problem prepise v

Z(t) = F(t, Z(t)) = (22(1), (1) 25(t), 2a(t), z1(8)° za(t))7,

kjer je z1(0) = 23(0) = 0, 20(0) = 1, 24(0) = 2. Eulerjeva metoda je
torej
Zpr=2Z,+AtF(t,,Z,), n=0,1,...

Na prvem koraku dobimo Z; = (1/4,1,1/2,2)T, na drugem pa Z, =
(1/2,9/8,1,65/32)T. Zato je delec ob ¢asu t = 1/2 priblizno na koor-
dinatah (1/2,1)T.



RESITVE 4. IZPITA 1Z UVODA V NUMERICNE METODE-FIZIKI
5. september 2008

1. Naj bo

1 1 tk‘—l/?

== dt
=3 /0 100 + t
1
C2k—1
[zracunajte ¢lene ag, k = 11,12, ..., 15, ¢e veste, da je a;g = 4.7188 X
1074,
Namig: Izracunajte aj; + 100 ag_1.
Resitev: Glede na namig izracunamo

Preverite, da velja

— 100 Qp—1-

ag

1 1 tk—3/2
%+4mmk1:§/mum+t@+1m)ﬁ:
0

1 1 1

T 2(k—1/2) 2k—1

1
0

N | —

Racunanje “naprej” ne bo numericno stabilno, saj ima ustrezna ho-
mogena diferen¢na enacba narascéajoco resitev, medtem ko ima zgornja
o¢itno padajoco resitev (kar sledi iz integralske reprezentacije a). Torej
bomo racunali “nazaj”

k-1 = — =7

pri ¢emer bomo izbrali recimo agg = 0. Tako dobimo agy = 0, a9 =
2.5641 x 1074, ..., a;5 = 3.1958 x 1074, aix = 3.4163 x 1074,...,
a;; = 4.3082 x 107% in a1y = 4.7188 x 104

2. Za nesingularno matriko A € R"*" spodnje trikotno matriko L z en-
kami na diagonali in zgornje trikotno matriko U velja A = L U. Predla-
gajte ucinkovit algoritem za izracun matrike U, ¢e poznate matriki
A in L. Koliko mnozenj in deljenj potrebujete za tak izracun?
Algoritem preverite na matrikah

1 2 —1 -9 1000
2 5 0 —2| . 2100
A=l3 g o 4| ™ L=|3 51
411 4 1 43 2 1

Resitev: Pisimo A = (ai,j)" L = (Eiuj)?jzl inU = (Ui’j)n Iz

ij=17 ij=1"
zveze A = LU takoj izpeljemo algoritem

hprva vrstica U
for j=1:n
U(1,3)=A(1,3);



end
%ostale vrstice U
for i=2:n
for j=i:n
U(i,j)=A(i,j)-L(@1i,1:i-1)*U(L1:i-1,7);
end
end

Deljenj oc¢itno ni, mnozenj pa

S =3 - D+ ) =Y Kk
— - S , (m—=1n*> nnh-1)2n-1)
—n;k—;k = _ .
:E—FO(TLQ)

Za konkretni primer dobimo

1 2 -1 -2
01 2 2
U= 00 1 1
00 0 1

3. Predlagajte algoritem za izracun nicle funkcije g, za katero je

g(@)=e", g(0)=-1/2.

Niclo funkcije tudi ¢im bolj natancno izracunajte.

Namig: Vrednosti g(x) racunajte s kaksno preprosto metodo za rese-
vanje diferencialne enacbe.

Resitev: Zaporedje pribizkov po Newtonovi metodi je

xz x
Tk+1 = Tk — g/( ) =Tk — g(_ kz>
g (iL‘k) e %k

Za izracun g(zy) uporabimo kar trapezno metodo s korakom xy, torej

-~ 1 Tk -0 g2
g(xk)w 5‘}‘7(6 +e k)
Ce izberemo z, = 0.5, dobimo z; = 0.5710, zo = 0.5827, ..., =5 =
0.5846.

Za primerjavo naj omenimo, da je to¢na nicla enaka 0.551039.
Opomba: Metodo bi lahko takoj izboljsali tako, da bi trapezno metodo
na vsakem koraku uporabili na intervalu [x_1, xx] in ne vedno na [0, z].

4. Zacetni problem prvega reda



resujete z implicitno Eulerjevo metodo

Yk+1 = Yk + b f(@g1, Yrt1)-

Preverite, da je analiti¢cna resitev zgornjega problema strogo padajoca
funkcija. Kaksen mora biti korak A, da bo tudi zaporedje numeri¢nih
priblizkov yi, k = 0,1, ..., strogo padajoce?

Resitev: Analiticna resitev zaetnega problema je y(x) = e™%, torej
je ocitno strogo padajoca. Implicitna Eulerjeva metoda za konkretni
primer je Y1 = Yk + b (—yis1), tore]

i1 = (1+0) " ye = (1+h) Pypg = - = (1+h) " lyo = (1+h)

Zaporedje numericnih priblizkov (yx),—, bo torej strogo padajoce, e je
1+ h>1, torej h > 0.



