Dokaz izreka o markiranju homogenega Poissonovega procesa

Tu bomo sedaj dokazali naslednji izrek s prosojnic:

Izrek 1. Naj bo (Ny)i>0 homogen Poissonov proces in (X;);>o zaporedje d-
razseznih markacij s skupnim zakonom p na R, Z v oznacimo produktno mero
na B(Rt xRY), kjer je prvi faktor \-veckratnik Lebesquove mere na [0,00), drugi
faktor pa zakon i na R?, definirano z

v(ds,dz) = Mssods ® du(x),

(t.j., za produktno mnozico oblike A = [a,b] x C, 0 < a < b, C € B(R?), je
v(A) = A(b — a)pu(C)).

Nag bodo Ay, ... A, CRY xR paroma disjunktne (A;NA; =0,i # j) Borelovo
merljive mnoZice, omejene v asovni komponenti (A; C [0,T] x RY, Vi, za nek
T > 0) Naj bo N(Al) = Zk21 Il{(Sk,Xk)GAi}7 1<i<m.

Potem velja, da je sluc¢ajni vektor

(N(Al)vN(AZ)a o 7N(Am))

vektor z neodvisnimi komponentamsi in

N(A) D Pois(v(4,), 1<i<m.

Dokaz. Izrac¢unali bomo karakteristi¢no funkcijo slu¢ajnega vektorja (N(A41),..., N(4n)),

to je
oy, tm) =B [ exp(i Y t;N(4)) |, (tr,... . tm) ER™
j=1
V ta namen definirajmo za (t1,...,t,) € R™ funkcijo

m
f(s,z) = th]lAj(s,x), 5>0,x R
j=1

Ker so po prepostavkah mnozice A; paroma disjunktne, je vrednost te funkcije
na A; enaka ¢;, na komplementu unije pa 0. Iz definicije N(A;) sedaj sledi

Otis- . tm) =E [ exp(i D f(Sn, X))
n>1
Sedaj bomo uporabili dejstvo, da so v ¢asovni komponenti vse mnozice A;

omejene s T, da je Np @ Pois(AT) in da je, po lastnosti vrstilnih statistik,
pogojno na {N; = k}, k > 1, vektor ¢asov skokov (Si,...,Sk) porazdeljen



kot vektor vrstilnih statistik (U(yy,...,Unyy)) vektorja (Uy, ..., Ux) k neodvisnih
EZ[0, T)-porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk. Tako s pogojevanjem na N in
upostevanjem formule za popolno matemati¢no upanje velja

o(tr, . otm) =E [ E [exp [ i > f(Sn, Xp) | N7 | | =

n>1

(D)
K
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iy f(Sn,
k>0 n>1
k
VAL
> E <exp< Z (S, X0) ) |Np —k) et k!) =

k>0
k k
ei/\T Z ()\]Z;) E (exp Z U(n)a ) ’ (1)

k>0

X)) | INr =k

kjer smo upostevali, da zaradi neodvisnosti procesa (Ny):>o od zaporedja mar-
kacij (X;)i>1, pogoj {Nr = k} ne vpliva na porazdelitev markacij. Iz istega
razloga opazimo tudi, da je vektor ((U(y, X1),..., (Uw), X)), ki je enak vek-
torju

((Uo(l)a X1)7 (UU(2)7 XQ)’ ce (Ua(k)7 Xk))

za neko permutacijo o mnozice {1,2,...,k}, enako porazdeljen kot

((Usr)s Xo1)), Us2ys Xo2))s -+ s (Us(rys Xoi)))-

7 drugimi besedami: v porazdelitvi je vseeno, ali k prihodov in njihovih marka-
cij pogojno na { Ny = k} posimuliramo tako, da najprej izzrebamo k neodvisnih
EZ[0,T], jih razvrstimo po velikosti, da dobimo simulacijo ¢asov prihodov do
casa T in jih Sele naknadno markiramo z zaporedjem Xj,..., X} neodvisnih
enako porazdeljenih markacij, ali pa izzrebane neodvisne EZ|0, T|-porazdeljene
slucajne spremenljivke najprej opremimo vsako s svojo markacijo in potem na-
stale vektorje parov razvrstimo glede na prvo komponento.

Opazimo Se, da je, ker v integrandu nastopi vsota, vrstni red sumandov povsem
nepomemben. Tako z upostevanjem neodvisnosti in enake porazdeljenosti lahko
(1) zapisemo kot

k
e_)‘TZ()\Z;)kE(eXp Z (Un, Xn) >

k>0

TZ OO B explis (U1, X)) -+ Blexplif (U X)) ()

=05 O @ exp(i (1 X)) = 7 expNTE (exp(i (0 X)) (3)
k>0 M



Kjer sta U @ EZ[0,T)in X @ X1 neodvisna.

Torej je izraz v (3) enak

e exp )\/ e dudp(z) | . (4)
[0,T] x R¢

Ker lahko zapisemo e =7 = exp(—\ f[O,T]de dudpu(x)), lahko (4) preoblikujemo

v
exp (—)\(/ (1- eif("’m))dud,u(x))> .
[0,T]x R4

Sedaj opazimo, da je vrednost funkcije 1 — e*/(*#) enaka 0 izven unije mnozic
Aj; in enaka 1 — e na mnozici A;, kar pomeni

m

1—em) =N (1= eli)ly,,

j=1
7 upostevanjem te opazke tako dobimo, da je
m

@(t1, ... tm) = exp *A(/ > (1 =€) la,dudpu(z) | =
[0,7]xR¢ 57

exp —Z(l—e“f)/ 1a;)dudp(z) | =
=1 I

), T xR4
oxp | =Y (1=e™)w(4) | = [T (exp(—v(4;)(1 =) ()
Jj=1 j=1

Kar nam Se ostane je, da opazimo, da je rezultat, ki smo ga dobili v (5) to¢no

karakteristi¢na funkcija slucajnega vektorja (Z1, ..., Z,,), ¢igar komponente so
d

neodvisne in Z; @ Pois(v(4;)), 1 < j < m. Ker karakteristicna funkcija

povsem doloca porazdelitev slucajnega vektorja, je s tem izrek dokazan.



