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Spoznali bomo nekaj trikov, s katerimi se lotimo nedolo¢enih
integralov, ki vsebujejo tudi funkciji sinz in cos .
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Spoznali bomo nekaj trikov, s katerimi se lotimo nedolo¢enih
integralov, ki vsebujejo tudi funkciji sinx in cosz.

Trik (1)

Imejmo integral oblike [ sin™ zcos™ zdx, n,m € Z.
o Ce je n lih, vpeljemo t = cos x.
o Ce je m lih, vpeljemo t = sinx.
o Ce sta obe potenci sodi, uporabimo zvezi
cos 4 — 1 —|—cos2x, sin2 z — 1 —(:208236
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Primer:
I = /sin10 x cos® z d.
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Primer:
I = /sin10 x cos® z d.
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Primer:
I = /sin10 x cos® z d.

Vpeljemo ¢t = sinx. Potem je

dt

dt = cosx dx — dx = .
cos T
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Primer:
I = /sin10 x cos® z d.

Vpeljemo ¢t = sinx. Potem je

dt

dt = cosx dx — dx = .
cos T

Torej je

1= /tw cos? xdt =
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Primer:
I = /sin10 x cos® z d.

Vpeljemo ¢t = sinx. Potem je

dt

cosx

dt = cosx dx — dx =
Torej je

I= /tw cos? xdt = /tw(l —sin® z)dt =
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Primer:

I = /sinmxcos3x dx.

Vpeljemo ¢t = sinx. Potem je

dt
dt = cosx dx — dx = .
Ccos T
Torej je
I= /tw cos? zdt = /t1°(1 — sin® z)dt = /t“’ — t12dt =
1 1 1 1
= ﬁtll — T3t13 + C = ﬁ Sil’ll1 Xr — TS Sinlg.’ll + C
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Primer:

I = /cos4 zsin? zdzx.
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Primer:

I = /cos4 zsin? zdzx.

Ker sta obe potenci sodi, lahko uporabimo zvezi

4 .9 <1+Cos2x)2<1—(3082x)
cos® xsin®z = =

2 2
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Primer:

I = /cos4 zsin? zdzx.

Ker sta obe potenci sodi, lahko uporabimo zvezi

1+ cos2x 2 /1~ cos2x
2 2

1
cos? zsin® x = < ) = g(lfcos2 2x)(14-cos 2x).

Uros KUZMAN Integracija kotnih funkcij



Primer:

I = /cos4 zsin? zdzx.

Ker sta obe potenci sodi, lahko uporabimo zvezi

1+ cos2x 2 /1~ cos2x
2 2

1
cos? zsin® x = < ) = g(lfcos2 2x)(14-cos 2x).

Dobimo vsoto integralov

1 1 1 1
I= g/dI-F g/COSQxd.Z‘— g/cos2 2xdr — g/cos3 2xdx.
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Primer:

I = /cos4 zsin? zdzx.

Ker sta obe potenci sodi, lahko uporabimo zvezi

1+Cos2x)2 <1 — cos 22

costrsin?z =
2 2

1
) = g(lfcos2 2x)(1+cos 2z).
Dobimo vsoto integralov
1 1 1 1
1= 3 /d:l: + 3 /costdz ~3 /cos2 2zdx — 3 /cos3 2zdx.
Integracija prvih dveh sumandov je enostavna
1 1
I=—-2+ —sin2x — 1) — L.

8 16

Zato se posvetimo preostalima dvema.
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Pri prvem znova uporabimo izraz za kvadrat kosinusa

1
I = g/cos2 2xdr =
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Pri prvem znova uporabimo izraz za kvadrat kosinusa

1 1
L= g/cos2 2xdr = 1—6/(1 + cosdx)dr =
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Pri prvem znova uporabimo izraz za kvadrat kosinusa

(z

1 , 1
= — S 2 = — 1 ‘4 = —
L 8/00& xdx T /( + cosdz)dx T
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Pri prvem znova uporabimo izraz za kvadrat kosinusa

_ 1( sin4x
T

1 1
IL = g/cos2 2udr = 1—6/(1 + cos 4z)dx )+ C.

Pri drugem uvedemo t = sin 2z oz. dt = 2 cos 2zdx

1
I, = 3 /0053 2xdx =
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Pri prvem znova uporabimo izraz za kvadrat kosinusa

1 1 1 sin4x
I = 2 2xdr = — [ (1 54 = — i
1 8/00& xdx 16/( + cosdx)dx 16(3&—!— 1 )+ C

Pri drugem uvedemo t = sin 2z oz. dt = 2 cos 2zdx

1 1 1 sin® 2
12:§/cos32xda?:1—6 (l—tz)dt:E(sm%c— 3 )+ C.
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Primer:

I = /Sin6x cos 13zdx.
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Primer:

I = /Sin6x cos 13zdx.

Uporabimo zvezo

sinacosf = %(sin(a + B) + sin(a — B)).
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Primer:

I = /Sin6x cos 13zdx.

Uporabimo zvezo
. 1 . .
sinacosf = i(sm(a + B) + sin(a — B)).
Imamo torej

1 1 1
I = i/sin19x—sin7xdx = —£00819m+ ﬁcos%v-i—C.
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt = 2t
xr = COS T SInxr =
1+¢2’ 142’ 1+¢2

Uros KUZMAN Integracija kotnih funkcij



Trik (2)
Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
r=——F, COST = ——5, SInxr = 5
1+4¢2° 1+¢2’ 1+ ¢2
Izpeljava:
o T 1 1

X
t=+t - = ST — = = .
T Y T T an?s T 142

Uros KUZMAN Integracija kotnih funkcij



Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

2 )
p 2dt =t 2t
T = CoS T sinx =
1412’ 1+¢2’ 1+ 2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos” — = =
2 2 1+ tan? £ 1412
Od tod sledi
d dx 4 2dt
_ > —
2cos? § 142
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1412’ 1+ t2° 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = =
2 2 1+ tan? £ 1412
Od tod sledi
d dx 4 2dt
_ > =
2cos? § 142
cosxT = cos 2 (5) = cos? 5~ sin® 5 =
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1+4¢2° 1+t 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = = .
2 2 1+tan2§ 14+¢2
Od tod sledi
dt dx 4 2dt
= — xr = ———0.
2cos? § 142
cosxT = cos 2 (g) = cos? g — sin? g = 2 cos? g —1=

Uros KUZMAN Integracija kotnih funkcij



Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1+4¢2° 1+t 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = = .
2 2 1+tan2§ 14+¢2
Od tod sledi
dt dx 4 2dt
= — xr = ———0.
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1+4¢2° 1+t 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = = .
2 2 1+tan2§ 14+¢2
Od tod sledi
dt dx 4 2dt
= — xr = ———0.
2cos? § 142
2
cosxT = cos 2 (g) = cos? g — sin? g = 2 cos? g —1= 1—1—7252 —

sinz =+v1—cos2z =
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1+4¢2° 1+t 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = = .
2 2 1+ tan? £ 1412
Od tod sledi
dt dx 4 2dt
= — xr = ———0.
2cos? § 142
2
cosxT = cos 2 (g) = cos? g — sin? g = 2 cos? g —1= 1—1—7252 —

1—#2\?
sinz =+v1—cos?z = 1—( >

14 ¢2
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Trik (2)

Naj bo R racionalna funkcija. Integrale oblike [ R(sinz,cosz)dx
resujemo s pomocjo unverzalne substitucije t = tan £, za katero velja:

27
p 2dt =t 2t
T = CcoS T sinz =
1+4¢2° 1+t 1+ ¢2
Izpeljava:
f—tan & s cos2 & 1 1
= tan — cos® — = = .
2 2 1+tan2§ 14+¢2
Od tod sledi
dt dx 4 2dt
= — xr = ———0.
2cos? § 142
2
cosxT = cos 2 (g) = cos? g — sin? g = 2 cos? g —1= 1—1—7252 —

1—#2\? 442 2t
sinz =+v1—cos?z = 1—( >: (

1+ 2 1+£2)2 1+
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Primer:

I:/édx
5+4cosz
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 3.
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 5. Dobimo

1 2dt
I = PR 1 e =
+4- 1+t2
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 5. Dobimo

1—/ 1 2dt _/ 2dt _/ 2dt
S sra R 1+ 50+ +40-) ) 2+9
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 5. Dobimo

1—/ 1 2dt _/ 2dt _/ 2dt
S sra R 1+ 50+ +40-) ) 2+9

Ta integral prevedemo na integral funkcije arctan z uvedbo s = &

3
2 dt
I:/—iz
1+ (3’
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 5. Dobimo

1—/' 1 2dt _/‘ 2dt _/ 2dt
S sra R 1+ 50+ +40-) ) 2+9

Ta integral prevedemo na integral funkcije arctan z uvedbo s = &

3
I_/g dt _g/ ds
a 91+(%)2_3 1482
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Primer:

I:/édx
5+4cosz

Uporabimo substitucijo ¢ = tan 5. Dobimo

1—/ 1 2dt _/ 2dt _/ 2dt
S sra R 1+ 50+ +40-) ) 2+9

Ta integral prevedemo na integral funkcije arctan z uvedbo s = %

I—/gi—g/ﬁ—garctan 1tanE +C
) 914 (L) 3 14523 372 '
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Naj bo P polinom. Integrale oblike [ P(z)sinzdz in [ P(zx)coszdz
rac¢unamo z integracijo po delih. Natanéneje, izberemo w = P(zx) in z
odvajanjem niZamo stopnjo polioma.
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Primer:

I= [ 2°sinzdz.
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

w=2% dv=sinzdr,

Izberemo
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

Izberemo

w=2% dv=sinzdr,

du =2xdx, v= —cosz.
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

w=2% dv=sinzdr,

Izberemo

du =2xdx, v= —cosz.

Dobimo
I=—zcosz+ Q/xcosxdx.
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Primer:

I = /x2 sin zdzx.

Izberemo

w=2% dv=sinzdr,

du =2xdx, v= —cosz.

Dobimo
I=—zcosz+ Q/xcosxdx.

Postopek ponovimo z

u =z, dv=cosxdx,
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

w=2% dv=sinzdr,

Izberemo

du =2xdx, v= —cosz.

Dobimo
I=—zcosz+ Q/xcosxdx.

Postopek ponovimo z

u =z, dv=cosxdx,

du=dx, v=sinz.
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

w=2% dv=sinzdr,

Izberemo

du =2xdx, v= —cosz.

Dobimo
I=—zcosz+ Q/xcosxdx.

Postopek ponovimo z

u =z, dv=cosxdx,

du=dx, v=sinz.

Dobimo

I=—22 cosx+21:sinx—2/sin:z:da: =
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Primer:
I = /x2 sin zdzx.

w=2% dv=sinzdr,

Izberemo

du =2xdx, v= —cosz.

Dobimo
I=—zcosz+ Q/xcosxdx.

Postopek ponovimo z

u =z, dv=cosxdx,

du=dx, v=sinz.

Dobimo

I=—22 cosx+21:sinx—2/sin:z:da: = —x? cosx+2xsinz+2 cos z+C.
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