Vektorski prostori s
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1. Skalarni produkt

V tem razdelku bomo definirali skalarni produkt na realnih in kompleksnih
vektorskih prostorih ter si ogledali nekaj primerov.

Za&nimo z realnimi vektorskimi prostori.

Definicija skalarnega produkta nad R

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom realnih Stevil R. Preslikava, ki
vsakemu paru vektorjev u, v € V priredi realno &tevilo (u, v) je skalarni
produkt, &e zados$¢a naslednjim lastnostim:

@ Za vsak neniceln v € V velja (v,v) > 0.

@ Za vsaka u,v € V velja (v, u) = (u,v).

© Za vsake ui,up,v € V ter ag,as € R velja
(aquy + apup, v) = ag{ug, v) + az{u, v).

Opomba: Prvi lastnosti pravimo pozitivna definitnost, drugi simetri€nost,
tretji pa linearnost v prvem faktorju.
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Oglejmo si nekaj preprostih posledic aksiomov:

@ Zavse u,vy, v € V ter vse 51,52 € R velja

(u, Bivi + Pova) = P1(u, vi) + Ba(u, va)

Tej lastnosti pravimo linearnost v drugem faktorju. DokaZemo jo
takole: (u, B1v1 + Bav2) = (Bivi + Bava, u) = B1{va, u) + Ba(v2, u)
B1{u, vi) + Ba2(u, va) kjer smo pri prvem in tretjem enaaju uporabili
simetri¢nost, pri drugem enacaju pa linearnost v prvem faktorju.

@ Za vsak v € V velja
(v,0) = (0,v) =0.

Ce v linearnosti v prvem faktorju vstavimo a; = an = 0, dobimo
(0,v) =(0-u1 +0-up,v) =0(u,v)+ 0(up, v) = 0. |z simetri¢nosti
sledi (v,0) = 0.

@ Za vsak v € V velja (v,v) > 0. Ena&aj velja natanko tedaj, ko je
v = 0. To sledi iz pozitivne definitnosti in iz (0,0) = 0.
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Oglejmo si primere skalarnih produktov na realnih vektorskih prostorih.

Primer: Standardni skalarni produkt na R”

Obi¢ajnemu skalarnemu produktu iz prvega semestra bomo tu pravili
standardni skalarni produkt na R"”. Definiran je z

<(a17"’ 70‘”)7(/817-'-75”)) =ai1f1+...+onbhn

Pokazali smo Ze, da zados¢a lastnostim (1),(2),(3).

Seveda standardni skalarni produkt ni edini skalarni produkt na R”.
Klasifikacijo vseh skalarnih produktov na R” bomo obdelali v naslednjem
poglavju. Tu pokaZimo samo, da jih je neskonéno.

Dodatni primeri skalarnih produktov na R”

Za vsako n-terico 6 = (41, ...,d,) strogo pozitivnih realnih 3tevil je s

<(Oé]_, e 7an)7 (1817 ey ﬁn)> - 51@151 FocodF (5n04n/6n

definiran skalarni produkt na R". (Preveri lastnosti (1),(2),(3)!)
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Na funkcijskih prostorih je skalarni integral obi¢ajno definiran z integralom.

Primer: Standardni skalarni produkt na C|a, b]

Za dve zvezni funkciji f, g iz intervala [a, b] v R definirajmo.

b
(F.g) = / F(x)g(x) dx.

Preverimo lastnosti (1),(2),(3), torej je to skalarni produkt.

Konstruirajmo %e neskon¢no mnogo drugih skalarnih produktov na C|a, b].

Dodatni primeri skalarnih produktov na C|a, b]
Naj bo w € CJa, b] taka funkcija, ki zado3¢a w(x) > 0 za vsak x € [a, b]. S

b
(f.g) :/a w(x)f(x)g(x) dx.

je definiran skalarni produkt na R". (Preveri lastnosti (1),(2),(3)!)

v
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Razsirimo zdaj definicijo na kompleksne vektorske prostore. Spomnimo se,
da za z=a+ bi (kjer a,b € R in i? = —1) definiramo z = a — bi.
Definicija skalarnega produkta nad C

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom kompleksnih $tevil C. Preslikava,
ki vsakemu paru vektorjev u, v € V priredi kompleksno Stevilo (u, v) je
skalarni produkt, &e zados¢a naslednjim lastnostim:

© Za vsak nenieln v € V velja (v,v) € Rin (v,v) > 0.
Q Zavsaka u,v € V velja (v, u) = (u, v).
© Za vsake uy,up,v € V ter ag,as € C velja

(cnun + aoup, v) = aq(ug, v) + ao(ug, v).

Opomba: Lastnosti (2) pravimo konjugirana simetri¢nost. Lastnosti (1) in
(3) sta enaki kot v realnem primeru.
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Opomba: Pomembna razlika z realnim primerom je, da tu nimamo
linearnosti v drugem faktorju ampak konjugirano linearnost, se pravi

(u, Brvi + Bava) = Br{u, vi) + Ba(u, va)

za vse u, vy, vo € V ter vse f1, B2 € C. To sledi iz (u, fivi + Pava) =
(Brivi + Bava, u) = Bi{va, u) + Ba(vz, u) = Br(vi, u) + B2{va, u) =

= B1(u, vi) + P2(u, v2). Pri prvem in Zetrtem enalaju smo upostevali
konjugirano simetri¢nost, pri drugem enadaju linearnost v prvem faktorju.
Pri tretjem ena&aju smo upostevali z; + 2o = z1 + 2> in 71z = 21 2».

Opomba: Tudi tu velja (v,0) = (0,v) =0 za vsak v € V.

Opomba: Tudi tu velja (v,v) > 0 za vsak v € V. Ena&aj velja natanko
tedaj, ko je v = 0.
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Primer: Standardni skalarni produkt na C”".
Za dve kompleksni n-terici definirajmo njun standardni skalarni produkt

((al, e ,a,,), (,31, e ,,Bn)> = alﬂ_1 = aan.

Pozor, za razliko od realnega primera imamo tu 3; namesto f;.

Opomba: Ce Zia,ﬁ; zamenjamo z Zié,-a,-ﬁ,-, kjer so ; > 0 fiksni,
dobimo drug skalarni produkt na C”".

Standardni skalarni produkt na C([a, b], C)

Za dve zvezni funkciji f, g iz intervala [a, b] v C definirajmo.

b
(F.g) = / F(x)8(x) dix.

Pozor, za razliko od realnega primera imamo tu g(x) namesto g(x).

o b — . .
Opomba: Ce vzamemo I Yv.(x)f(x)g(x) dx,.kjer je w(x) zvezna in za
vsak x realna in strogo pozitivna, potem dobimo drug skalarni produkt.
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2. Norma porojena iz skalarnega produkta

Definicija norme je podobna kot v prvem semestru.

Definicija norme

Naj bo V realen ali kompleksen vektorski prostor s skalarnim produktom.
Za vsak element v € V definirajmo njegovo normo z

VIl = V/(v,v).

DokaZimo najprej pomoZno trditev.

Trditev (Cauchy-Schwartzova neenakost)
Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Za vsaka u,v € V je

[{u v < lull[[v]

V dokazu bomo vetkrat potrebovali, da je zz = |z|? za vsak z € C.
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Dokaz: Naj bo a = (v,v), = (u,v) in w = au — Sv. Potem velja
0 < <W7 W> = aci<u, U) - aB(”v V> - 56‘<V7 U> + BB<V7 V>'
Opazimo, da je

alg<u7 V> = BO_‘<V7 U> = ﬁB(Va V> = |<U, V>|2<V7 V> = |<U, V>|2||VH2

adi(u, u) = [(v, v)*(u, u) = [[v]|*]ull®.

Torej je
0 < (w,w) = [[v|[*|lull® = [{u, v)[*|Iv]]>.

Ce je v # 0, lahko krajgamo ||v||? in dobimo

2 2 2
[{us V)= < (v [lul*

S korenjenjem potem dobimo Cauchy-Schwartzovo neenakost. Ce je
v = 0, potem Cauchy-Schwartzova neenakost o&itno drzi. Ol
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Trditev (Osnovne lastnosti norme)

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Pripadajo¢a norma
zados¢a naslednjim lastnostim:

Q Za vsak nenieln v € V je ||v|| > 0.
@ Za vsak v € V in vsak skalar a je |av|| = |a|||v].
@ Zavsaka u,v e Ve |lu+v| < ul +|v]-

Dokaz: Lastnost (1) sledi iz pozitivne definitnosti skalarnega produkta.

Lastnost (2) sledi iz ||av||? = (av,av) = aa(v,v) = |a|?|v||? kjer smo
upostevali linearnost v prvem in konjugirano linearnost v drugem faktorju.
Lastnost (3) sledi iz ||u+ v||? = (u+v,u+ v) =

(u,u) + (u, vy + (v, u) + (v, v) = (u,u) + 2Re((u, v)) + (v, v) <

[ul® + 2/ {u, ) + VI < Hlull® + 2full v+ IvIP = (]l + v
Upostevali smo, da za z = a+ ib velja z + z = 2a < 2v/a? + b? = 2|z|.
Uporabili smo tudi Cauchy-Schwartzovo neenakost. O
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Vemo, kako se norma izraZa s skalarnim produktom. Ali znamo tudi
skalarni produkt izraziti z normo? Odgovor nam daje:

Trditev (Polarizacijske identitete)

© Ce je V vektorski prostor nad R, potem za vsaka u,v € V velja

(llu+ vII = Jlu=v]?)

FNN

<ua V> =

@ Ce je V vektorski prostor nad C, potem za vsaka u, v € V velja

3

1
(u,v) = 2 ZikHu—i— i*v||?

k=0
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Dokaz: V realnem primeru velja

1 1
DD e (D VIP =) (1) e+ (D v ut (<1)fy) =

k

+(Z(—1)3k)<v, v) = 2(v, u) + 2(u, v) = 4(u, v),

k=0

pri ¢emer smo upostevali, da je
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V kompleksnem primeru velja

3 3
Z iKlu+ i*v|? = z i(u+i%v,u+i%v) =
k=0 k=0
3
= Z (ik<u, u) 4+ 25 (v, u) + 5, v) + KR, v)) =
k:O3 3 3 _
= (Zlk)<u, uy + (Z i2k)(v, u) + (Z/k/k)<u, v)+
k=0 k=0 k=0
3
+(D (FT) (v, v) = 4w, v),
k=0
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3. Ortogonalne baze

Kot med dvema vektorjema iz R" je pravi natanko tedaj, ko je njun
standardni skalarni produkt enak ni¢. Za splosne skalarne produkte
nimamo ve¢ geometrijske intuicije, zato pravokotnost definiramo s
pomodjo skalarnega produkta.

Definicija ortogonalnosti vektorjev

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Vektorja u,v € V sta
pravokotna (s tujko ortogonalna), &e velja (u, v) = 0.

Opomba: Ni&elni vektor je pravokoten na vse vektorje, zato ni zanimiv.

Opomba: Neni€eln vektor ne more biti pravokoten sam nase.

Primer

Vektorja (1,2) in (2, —3) iz R? sta pravokotna glede na skalarni produkt

((a1,2), (B1, B2)) = 3a1B1 + aafa,

nista pa pravokotna glede na standardni skalarni produkt.

v
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Definicija ortogonalne mnoZice

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. MnoZica vektorjev iz
V je ortogonalna, e ne vsebuje ni¢elnega vektorja in ¢e sta vsaka dva

razli¢na vektorja iz te mnozice pravokotna.

Primer

Vektorji (1,1,1,1,1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1,1,1,1,1),
(-1,-1,1,1,-1,-1,1,1) in (-1,1,-1,1,-1,1,-1,1)

tvorijo ortogonalno mno¥ico v R® za standardni skalarni produkt.

Primer

Funkcije fx(x) = sin m , kjer k =1,2,3,..., tvorijo neskon&no
ortogonalno mnoZico v C[O7a] za standardni skalarni produkt.

fo sin msm l” dx =

Dokaz: Velja (f(x)
X dx — 2foco k+l)7rxdx 0cek7é/

5 fo cos (k= I)
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Vsaka ortogonalna mnoZica je linearno neodvisna.

Trditev J

Dokaz: Recimo, da so vy, ..., vk neni€elni paroma pravokotni vektorji iz V.
Ce je aivi + ...+ agvg = 0 za neke skalarje ag, ..., ax, moramo pokazati,
da velja a3 = ... = o, = 0. Opazimo, da za vsak i velja 0 = (0, v;) =

= <Ct1V1 + .t OV, V,') = Ck1<V1, V,'> + ...+ a,-(v,-, V,'> + ...+ ak<vk, V,'>.
Ker je <V17 V,'> = ...= <V,',1, V,'> == <Vi+17 V,'> = ... = <Vk, V,'> == 0, je

0 = a;{vi, v;). Ker je v; # 0 za vsak i, odtod sledi o; = 0 za vsak i. O

Definicija ortogonalne baze

Ortogonalna mnozica v V, ki je ogrodje za V, je ortogonalna baza za V.

v

Primer

Standardna baza v R” je ortogonalna baza glede na standardni skalarni
produkt.
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Definicija ortonormirane baze

Vektorjem z normo 1 pravimo normirani vektorji. Ortogonalni mnoZici,
v kateri so vsi elementi normirani, pravimo ortonormirana mnoZica.
Ortonormirani mnoZici, ki je baza, pravimo ortonormirana baza.

Opomba: Definicijo ortonormiranosti mnoZzice {vi, ..., v,} se obi¢ajno na
kratko pove z naslednjo formulo

L0 ki
<V”VJ>_{1 Cei=]
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Opomba: Vsak neni&eln vektor lahko spremenimo v normiran vektor tako,
da ga delimo z njegovo normo. Pravimo, da smo element normirali.
Vsako ortogonalno mnoZzico lahko spremenimo v ortonormirano mnozico
tako, da vse njene elemente normiramo.

Primer normiranja ortogonalne baze

Vektorji (—%, 1,1),(1, —%, 1),(1,1, —%) tvorijo ortogonalno bazo za R3,

V.

ki ni normirana. Ce te vektorje normiramo (delimo s %) dobimo vektorje
(—%, %, %), (%, —%, %), (%, %, —%) ki tvorijo ortonormirano bazo za R3.
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