Krivulje in ploskve

Krivulje

Risanje krivulj v ravnini

Vektorska funkcija oziroma parametricno podana krivulja je funkcija 7 : [a, 3] — R2, kjer
je [a, ] C R nek interval. Predstavljamo si lahko, da opisuje gibanje tocke po ravnini.
Parameter ¢ € [a, f] si predstavljamo kot ¢as, vrednost 7(t) = (z(t), y(t)) pa kot polozaj
tocke ob ¢asu t. Pomemben je tudi vektor 7(£) = (i(t),(t)), ki ga interpretiramo kot
hitrost tocke. Pri skiciranju tira vektorske funkcije si pomagamo z naslednjimi podatki:

e skiciramo grafa in pois¢emo stacionarne tocke obeh komponent,
e oznacimo polozaje, ki ustrezajo stacionarnim tockam,

e analiziramo limitno in asimptoti¢no obnasanje obeh komponent.

Naloge
1. Narisi krivuljo, ki je podana s parametrizacijo
x(t) = sin(2t)
y(t) = cos(t).
Enacbo krivulje zapisi tudi v implicitni obliki.
2. Narisi krivuljo, ki je podana s parametrizacijo
x(t) = 4cost
y(t) = 3sint.
Enacbo krivulje zapisi tudi v implicitni obliki.
3. Narisi Descartesov list, t.j. krivuljo, ki je podana v implicitni obliki z ena¢bo
2 —3zy +y° = 0.

Nasvet: uvedi parameter ¢ = 2.

Dolzina krivulje in naravna parametrizacija

Dolzina krivulje s parametrizacijo 7 = 7(t) = (z (t),y (t),z (t)), t € [a,b], je enaka
b b
/ F(t)‘ dit = / \/x (t)” + 9 (1) + 2 () dit.

Naravni parameter krivulje s parametrizacijo 7 = 7'(t) in zacetno tocko 7 () je enak

s(t) = /t:

F(u)’ dlu.



Naloge

4. Dana je krivulja 7(t) = (3t* — 1,¢(3 — t?)). (Tschirnhauserjeva krivulja)
a) Skiciraj krivuljo.

b) Izrazi naravni parameter krivulje z zac¢etnim za t € [0, 00).

c¢) Izracunaj dolzino krivulje med tockama (—1,0) in (8,0).

5. Parametriziraj daljico od tocke A(—1,2,0) do tocke B(—7,2,8) z naravnim parame-
trom.

6. Izracunaj dolzino polovice loka cikloide z radijem 1, t.j. = (¢) = ¢ —sing in y (v)

1 —cosp za ¢ € [0, 7.

Tangenta in normalna ravnina
Enacba tangente na krivuljo 7= 7(¢) v tocki 7 (g) je

T (\) = 7 (to) + M (t)

Normalna ravnina na krivuljo: ravnina, ki vsebuje tocko 7(to) z normalo 7(t,).

Naloge

7. Izracunaj enacbo tangente in normalne ravnine na
a) krivuljo s parametrizacijo 7 (t) = (t, o —t3> v tocki (1, ;, —1),

b) krivuljo s parametrizacijo 7 (t) = (e , 1+t, sin t) v tocki (1,1,0).

8. Parametriziraj krivuljo 22 + y* + 22 =4, (z — 1)® + y* = 1 in zapisi enacbo tangente

prizx=1y<0, z>0.

Ukrivljenost krivulj

Spremljajoci trieder krivulje s parametrizacijo 7(t) v tocki 7(to) sestavljajo:

tangentni vektor T = Hig”;“ =7"(50)
r{to
vektor glavne normale N = B x T' = L0 — ¢ t0)||2" )=(7lto) T(to) )to)
177Gl ™ |[#tto) | [*Ftto)— (7tto) 7(to) )tto)|

vektor binormale B = M
|| 7(t0) x7(to) |

—

Pritisnjena ravnina <R — F(to)) ‘B =

Normalna ravnina (ﬁ - F(t0)> T =0.
Upognjenost / fleksijska ukrivljenost
|tto) x (o)

o

K =




Polmer pritisnjene kroznice

Zvitost / torzijska ukrivljenost

Frenetove formule (v naravni parametrizaciji)
T' = kN
B = —wN
N'=wB — kT
ce je w = 0 za vsak ¢, je krivulja ravninska

9. Izracunaj ukrivljenost eksplicitno podane krivulje y = 2% — 2 + 1 v tocki x = 1.

Naloge
10. Naj boz—z—l—z—;: , (a,b>0)
a) Parametriziraj krivuljo.
b) Izracunaj ukrivljenost v poljubni tocki.
¢) Dolo¢i polmera pritisnjenih krogov v tockah A(a,0) in B(0,b).
11. Krivulja K je dolocena kot presek ploskev z enacbama 2% = 3y in 2zy = 9z.

a) Doloci naravni parameter za krivuljo K in dolzino odseka krivulje K med tockama
(0,0,0) in (3,3,2).

b) Izrac¢unaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) in zvitost (torzijsko ukrivljenost) kri-
vulje K v tocki (0,0,0).

c¢) Dolo¢i ena¢bo tangentne premice in normalne ravnine v tocki (3,3, 2).

12. En zavoj vijac¢nice parametriziraj z naravnim parametrom in izracunaj njegovo
dolzino. Parametrizacija enega zavoja vijacnice je z(t) = acost, y(t) = asint, z(t) = ht
za t € [0,27], kjer sta a in h pozitivni stevili.

13. Dana je krivulja 7(t) = (3 cost, 3sint, 4t).
a) Parametriziraj po naravnem parametru.
b) Izrac¢unaj spremljajoci trieder.
c¢) Izracunaj fleksijsko in torzijsko ukrivljenost v tocki (0, 3, 27).
14. Podana je krivullja kot 2? + y* + 22 =4, (z — 1)* +¢y* =1, 2 > 0.

a) Parametriziraj krivuljo.



b) Dolo¢i normalno in pritisnjeno ravnino v tocki (1,1, v/2).
15. Naj bo 7(t) = (1 + 3t + 3t%,2 — 2t 4+ 5t*,1 — t?)
a) Pokazi, da je krivulja ravninska.
b) Dolodi ravnino, v kateri lezi krivulja.
16. Naj bo 7(t) = (e’ cost, e’ sint, e').
) Dolo¢i naravni parameter.
) Izracunaj spremljajoci trieder.
c¢) Izracunaj fleksijsko in torzijsko ukrivljenost krivulje v tocki (1,0, 1).
) Dolodi enacbo pritisnjene in normalne ravnine v tocki (1,0, 1).
17. Najboa > 0in K = {(z,y,2) : 22 +y*> = a?, z = 0} kroznica.
a) Parametriziraj krivuljo K z naravnim parametrom.

b) Izracunaj upognjenost (fleksijsko ukrivljenost) in zvitost (torzijsko ukrivljenost) kri-
vulje .

18. Naj bo 7(t) = (¢, t%,13).
a) Izracunaj fleksijsko in torzijsko ukrivljenost v toc¢kah (0,0,0) in (—1,1,—1).
b) Izracunaj pritisnjeno in normalno ravnino v tocki (—1,1,—1).

19. Krivulja K je dana s parametrizacijo
el +et
7(t) = (Sin t, +2 , COS t)

a) Krivuljo I parametriziraj z naravnim parametrom.

b) Dolo¢i spremljajoci trirob, upognjenost (fleksijsko ukrivljenost), zvitost (torzijsko
ukrivljenost) in enac¢bo pritisnjene ravnine krivulje K v tocki (0,1, 1).

20. Dokazi, da je krivulja s parametrizacijo
)= (2t+ 1,3 = 1,t* +t+1).

ravninska in dolo¢i enac¢ho ravnine, v kateri lezi.



Ploskve

Podajanje ploskev
Eksplicitna oblika: ploskev je zapisana kot graf funkcije:

S={(zy flz,y)): (z,y) € D}
Implicitna oblika: f: R3 — R gladka funkcija. Ploskev:

M= {(z,y,2) : f(z,y,2) =0}

Parametriéna oblika: D C R? odprta mnozica in r : D — R? preslikava, r € C.
Ploskev:
T(Uﬂ U) = (7’1 (U, U)? T’Q(U, U)a T3 (U, U))

Parametrizacija je regularna, ¢e vektorja r, in r, nista vzporedna (r, x r, # 0)

21. Parametrizirajte ploskev 22 + 3% — 22 = 1.

Naloge
22. Naj bo S ploskev, podana z enacbo z = 22 + 2%
a) Zapisi enacbo normalne premice in tangentne ravnine na ploskev S v tocki (1,2,9).
b) Kaj so koordinatne krivulje pri zgornji parametrizaciji?

¢) Pod kaksnim kotom se sekata koordinatni krivulji v tockah (v/2,0,2) in (1, 1,2)?

23. Dana je parametricno zapisana ploskev ¥ = (ucosv, usinv, M)
Zapisite jo v eksplicitni obliki.

Katera ploskev je to?

Pokazite, da so koordinatne krivulje pravokotne povsod, kjer ima to smisel.
Pokazite, da je

T = cos>tcosw — sint cost sinw
Y= cos? tsinw + sint cos t cos w

z=sint

zapis ploskve, ki vsebuje prejsnjo ploskev. Zapisite novo ploskev v implicitni obliki.
Katera ploskev je to?

e) Izracunajte kot med koordinatnima krivuljama glede na novo parametrizacijo v tocki

(1/2,4/3/2,0).

f) Dokazite, da koordinatne krivulje glede na novo parametrizacijo niso pravokotne
nikjer, kjer ima to smisel.

24. Dana je ploskev 7= (ucosv,u?sin v, u? — u).

a) Dolocite, kje so koordinatne krivulje pravokotne.



b) Priu = V3inwv= % dolocite tocko in tangentno ravnino.

25. Pod kaksnim kotom se sekata valj 2% + y? = R? in krogla (z — R)?> + 3>+ 22 = R?> v
“l; (R RV3
tocki (5, 5 0)?
26. Dana je ploskev o + 2y + 2% = 1.

a) Dokazi, da so vse njene tangentne ravnine vzporedne z neko premico. Poiséi to
premico.

b) Ali lahko v okolici tocke T'(—1,1,0) izrazimo z kot funkcijo spremenljivk = in y?

c¢) Poisci tangentno ravnino na ploskev v tocki 7.
27. Dolocite normalni vektor in normalo na ploskev z = 2 + % v tocki T'(1, 3, z).

28. Na enotski sferi 77 = (cos 6 cos p, cos 0 sin p, sin ) izrac¢unajte dolzino poti, dolo¢ene

sp=3In1 in @ =arccost za 0 <t < 3.

29. Izracunajte povrsino tistega dela ploskve 22 4+ y? + 2 = 1, ki lezi nad ravnino zy.
30. Izracunajte povrsino naslednjega dela helikoida:
T =pcosp, y=psingp, z=¢, 0<p<p<2m
31. Dana je ploskev 7= (ucosv,usinv,v).
a) Izracunaj glavni ukrivljenosti in glavni smeri v tocki 7(1, 7).
b) Izracunaj Gaussovo in povprecno ukrivljenost v tocki 7(1, 7).
32. Dana je ploskev 7= (u? + v, u + v?, uv)

a) Dokazite, da na njej obstaja natanko ena tocka, ki ima koordinati y = —2 in z = 0.
Izracunajte Se x koordinato te tocke.

b) Izracunajte Gaussovo in povprecno ukrivljenost ploskve v tej tocki. Klasificirajte
tocko.

33. Dana je ploskev 42 = 722 — 62y/3 + 13y>.
a) Izracunaj glavni ukrivljenosti in smeri v tocki (0,0,0) in in v tocki (1,2,4).

b) Izracunaj ukrivljenost normalnega preseka v tocki (0,0,0) v smeri tangentnega vek-
torja (2,3,0).

¢) Izracunaj ukrivljenost preseka z ravnino z = z v tocki (0,0, 0).
34. Dana je ploskev

—2sinu — 10cosu — 2sinv — 19cosv + 14sinusinv
(u,v) = | 4sinu+ 20cosu + 7sinv + 38 cosv — 28sinusinv
5sinu — 20cosu + 8sinv — 38 cosv + 28 sin w Sin v

Naj bo T tocka pri u =v = 0.

a) Doloci tocko Tj in tangentno ravnino skozi to tocko.



b) Dolocite t tako, da bo vektor @ = (—4,5,¢) tangenten na ploskev v tocki Ty. Nato
izrazite W z 7, in 7.

¢) V Tj izracunajte ukrivljenost normalnega preseka v smeri tangentnega vektorja .
d) Izracunajte glavni ukrivljenosti v Tj in klasificirajte to tocko.

e) Izracunajte Gaussovo in povpreéno ukrivljenost v Tj.

35. Kaksne kote oklepa normala na ploskev x? + y? — xz — yz = 0 v tocki (0,2, z9) s
koordinatnimi osmi.

36. Dana je ploskev xy +x +y — 2z + 1 = 0. Pokazi, da tocke na ploskvi, v katerih
tangentna ravnina poteka skozi koordinatno izhodisce, lezijo na ravnini x +y — 2z +2 = 0.

37. Dana je ploskev r(u,v) = (cosu, sinu, u + v).
a) Kaj so koordinatne krivulje?
b) Izrac¢unaj 1. funndamentalno formo ploskve.
c¢) Izra¢unaj dolzino krivulj

e v=0,uc|0,27]
o u=1vc€|0,27]

d) Pod kaksnim kotom se sekajo koordinatne krivulje?
38. Dana je ploskev r(u,v) = (u,v, 2uv).

a) Izracunaj glavni ukrivljenosti v tocki (1,2,4).

b) Izracunaj Gaussovo in povprec¢no ukrivljenost.

¢) Izracunaj glavni smeri.



Resitve
1 Elipsa z enacho % + % =1
2 Elipsa z enacbo % + % =1

3 Parametrizacija je

3t
)= "
3t?
t) = ——.
y(t) t3+1
Asimptota ima enacbo y = —x — 1. Komponenta x v odvisnosti od t raste na intervalih

(—o0,—1) in (—1, é_> pada pa na intervalu < +=, ) Komponenta y v odvisnosti od ¢
raste na intervalu (0, \/_), pada pa na intervalih (—oo,—1), (—1,0) in (\3/5, oo).

a) TODO b) —2/3 ¢) 6v/3

5 7(s)=(—1—2,2,%),s€0,10]

6 4
a) _)() (727_)+>\(1717_3)0Z. l’—l:y—%: Z+17x+y_3Z:g
g 3V10
10 a) I‘(t) = a'COS(t), y(t> = b'SIH(t) b) % = (a25052t+[21728in2t)3/2 C) A% A p = (l_;) A% B
b2
P=q

11 a) Naravni parameter: s(z) = x + 22/27. Dolzina odseka krivulje je 5. b) k = w =
¢) tangentna premica: (x,y,2) = (3,3,2) + A(1,2,2),
normalna ravnina: x + 2y + 2z = 13

2
3

12 Dolzina je 2mv/a? + h?, naravna parametrizacija pa

S S h
7(s) = | acos ———, asin , s|, se€ [0,27“/@24—h2 .
(s) ( Va?+ h? Va2 + h? va? + h? )

13 a) 70) = (3cos . 3sin 3, ) b) T(s) = (~2sin, Teost, 1), N(s) = (~cos . —sin5,0),
B(s) = %sjn%,—%cos%, %) o) k() =2 wF) =5

14 a) 7(t) = (cost + 1,sint, 2sin %) b) normalna ravnina: —x + ‘[z =0

pritisnjena ravnina: ?(m -1)— 2( D+z-v2=0

15 a) pokazemo, da je torzijska ukrivljenost enaka 0 v poljubni tocki. b) 2x+3y+212z = 29

16 a)r(s) = = (cos(In =) —sin(In ), sin(In Z=)+cos(In =), 1) b) T(¢) = L_(cost—sint,sint+cost, 1)

N(t) = ==(—sint — cost, cost — sint, 0)

al-

4
B(s) = %(sint — cost,—sint — cost,2) ¢) Kk = ?, w = % d) pritisnjena ravnina:

—x —y + 2z = 1, normalna ravnina: x4+ y + 2z = 2



17 a) Naravna parametrizacija je 7(s) = (cos £,sin£,0). b) k =1, w =10

18 a) (0,0,0): 2, 2; (=1,1,—1): /2, =22 b) 3z +3y+2—-1=0,2-2y+32+6=0

s+Vs2+1
19 a) Naravna parametrizacija je 7(s) = (Sin (In(s+Vs2+1)), . ;r” 4L cos (In(s+ Vs> +1)

b) T' = (1,0,0), N = (0,%,—%),52 (0,%,%)&:\@&1:0:%2:2

20 w = 0; Krivulja lezi v ravnini 3x 4+ 2y — 62 = —5

22 a) (1,2,9) + A(—=2,-8,1), 22+ 8y — z = 9 b) obe sta paraboli ¢) 7, ¥
23 a) TODO

24 a) TODO

25

wly

26 a) premica s smernim vektorjem (2, —1,0) b) Ne (izrek o implicitni funkciji) ¢) z+2y = 1
27 n=-2/3,2/3,1/3, normala: —x+1=y—-3=2z—14

28
29 2(5v5—1)

30 1((dn®+1)2 —1)

31 a) Ao = j:%, glavni smeri: (—1,—v/2,1) in (=1,v/2,1) b) K = —14, H =0

32 a)x:4b)K:%,H:—2£@,

elipticna (ni krogelna)

33 a) \; =8 (V3,-1,0), A, = 2: (+/3,3,0)

34 a) Ty (—29,58,—58), tangentna ravnina: —z + 2y — 2z = 261

b) t="7,wW =37, — T

c) —2

d) —1in 2, tocka je hiperboli¢na.
e) —2in —3

1 1
arccos — arccos arccos —=
35 V3’ \/_ ’ V3

36 a) TODO

37 a) u = C: navpitna premica, v = D: vijacnica b) [A|? = 202 + 200 + 02 ¢) V2 - 2,

V5-2md) T

38 a) Ay = —1261% b) K = —55, H=—51-¢) (-85 £ 8v/85)r, + (136 £ 7V/85)r,




39 a) TODO

40 a) u = C: navpicna premica, v = D: vijacnica b) [\ = 202 + 20 + 0% ¢) V2 - 2,

\/5-27rd)§

Q |~

41 V Ty: g in ¢ (elipticna tocka), v Tp: 0 in ¢ (parabolicna tocka), v Ts: — i in

(hiperboli¢na tocka).

42 a) My =g =L b) 2 in L

43 a) \ip = = ) K — — 4 H = — 8 o) (=85 + 8v/85)r, + (136 + 7VE5)r,

44 a) TODO



39 a) TODO

40 a) u = C: navpicna premica, v = D: vijacnica b) [\ = 202 + 20 + 0% ¢) V2 - 2,

\/5-27rd)§

Q |~

41 V Ty: g in ¢ (elipticna tocka), v Tp: 0 in ¢ (parabolicna tocka), v Ts: — i in

(hiperboli¢na tocka).

42 a) My =g =L b) 2 in L

43 a) \ip = = ) K — — 4 H = — 8 o) (=85 + 8v/85)r, + (136 + 7VE5)r,

44 a) TODO



