Doloceni integral
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Rac¢unamo predznaceno plosc¢ino lika pod grafom funkcije f na [a,b).
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Riemannova definicija:
n
D = {560,561, ce ,ZEn} , ACCZ = T; —Tij—-1, R(f, D) = Zf(fl) AIIZ,L.
1=1

Funkcija f je (Riemannovo) integrabilna, e obstaja limita

b
maxliArlg;li_)O R(f’D) = /a f(l“)daj

Vsotam R(f, D) pravimo Riemannove, tockam &; pa testne.
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Rac¢unamo predznaceno plosc¢ino lika pod grafom funkcije f na [a,b).
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Darbouxova definicija:
D ={zxo,x1,..., 20},
M; = sup f(t), m;y= inf f(?),
te[mi 1,24 t€[zi1,2;]
i=1 i=1
Funkcija f je (Darbouxovo) integrabilna na [a, b], ¢e velja

b
s%p s(f,D) = i%f S(f,D) =: /a f(x)dx.
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V splosnem velja s(f, D) < R(f,D) < S(f,D), kadar pa v limiti’
dobimo 1ste vrednost pa pravimo, da je f integrabilna t.j. definiciyi sta
ekvivalentns.
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S pomocjo Riemannove vsote izracunaj integral

1
I:/ x2dx.
0

Najenostavneje je, ce izberemo delitev, v kateri je medsebojna
oddaljenost tock enaka.
r; = —, 0 S 1 S n.
n
Za testne tocke izberemo desna krajisca & = x;.

Priblizek za integral je

-~ '\ 1 1 — 1 D2n 4+ 1) nooo 1
=1 =1

n
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POZOR: TO NI BIL DOKAZ, DA JE 22 INTEGRABILNA NA [0, 1],
KER RIEMANNOVA VSOTA NI BILA POLJUBNA.
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Po definiciji izrac¢unaj integral

2
]:/ 2%dx.
1

Zmova uporabimo ekvidistantno delitev
1 :
rz,=14+—, 0<172<n.
n

Za testne tocke izberemo desna krajisca & = ;. Imamo
| -1 N g e |

Dobili smo delno vsoto geometrijske vrste. V limiti imamo

292 (V2" -1 24/2

I = lim lim

Pomagamo si z L’Hospitalovim pravilom

_ 23/2 o 2x . 2F 2T 4 127 . 1n?2 2
lim = lim = 2. lim = )
n—00 n( {L/§ — 1) z—0 2% — 1 z—0 27 . In 2 In 2
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Podani sta funkciji

R
g(x) = { ?: xfz[o’l'l) , hz) = { (1): ! i c &Q’

Obravnavaj njuno integrabilnost na [0, 1].

Sumimo, da je g integrabilna, saj je nezvezna le v x = 1. Res, ker je g
v vseh ostalih tockah nicelna, za poljubno Riemannovo vsoto velja

Rlg.D) =3 o(6)a = g(e)an, = { A0 &7
— 3 n

Ko posljemo Ax,, — 0, dobimo I = 0.

Nasprotno za h sumimo, da ni integrabilna. Res, ¢e za &; izberemo
sama racionalna Stevila, je R(h, D) = 1 ne glede na delitev D. Ce
izberemo sama iracionalna stevila je vedno R(h, D) = 0. Torej limita,
vsot R(h, D) pri max Axz; — 0 ne obstaja.
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Funkcija [ : (0, 1] = [0, 1] je dana s predpisom

(0 ; z je iracionalen,

f(_zf) 1 2z2={),
,—" ; x =2 kjer sta si m,n € N tuji.
Izracunaj integral _/;,' J(x)dx.
’. ..- . o.‘ : ..o o.. .- ‘.o o'.\
x
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Sumimo, da I = 0. Natancneje, pokazati moramo, da pri zelo ’fini’
delitvi ni vazno katere tocke izberemo za testne. Lahko je njihova
vrednost tudi 'dale¢’ od nicelne, saj jih je le konéno mnogo.

A

Naj bo € > 0. Potem obstaja le k. € N tock, za katere je f(z) > e.
Naj bo max Azx; < £. Potem je

0<R(f,D) <> flaw)Aw; <e+k-

1=1

| e
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ZANIMIVOST: Ce komponiramo funkcije iz zadnjih dveh nalog,
ugotovimo, da velja g(f(x)) = h(z). Torej kompozitum dveh
integrabilnily funkcij ni nujno integrabilen.

PoPaAveK
DA 42 TA RAGUN I¥1DE, MORAMO

Ve T N>< _ O) X =0
E 9( ) i/,‘ |
) X € (9,11
KI P4 UE 92AV TAKO InTEGRABILAA
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V praksi za izracun dolocenih integralov uporabljamo osnovni izrek
analize:

b
| f@iz=F®) - Fla),
kjer je F' nedoloceni integral funkcije f.

Spomnimo tudi, kako pri dolocenem integralu uvajamo spremenjlivko
in integriramo po delih:

e Naj bo x = ¢(t) za zvezno odvedljivo g: [c,d] — [a,b]. Potem je

b d
- / f(x)dx = / F(g()g' (t)dt

t.j. v integral socasno uvedemo tudi meje.

e Pri integraciji po delih moramo v mejah evalvirati tudi
integrirani del t.j.
b b
/ udv = uv|? —/ vdu.
a a
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Primer .
I = / v 1 — z2dz.
1

Vpeljemo x = sint in dx = costdt, da dobimo

s

3 2
I = / V1 — sin®t cos tdt = / cos? tdt.

jus
2

VB

Sedaj uporabimo formulo za kvadrat kosinusa

21 + cos 2t t sin 2t 2
/_ 2 [2+ 4 ]_

T
1

I
2

N3
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Primer: Z integracijo po delih izracunaj

(V1B

In:/ sin"” xdx, n € N.
0

Izberemo

1 2

u=sin"""z, dv =sinxzdr = du = (n—1)sin"" “ z cosxdr, v = —cos .

T

- z
T Iy g
0

Izrazimo 1
n —_—
n
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Sedaj potrebujemo Se dve zacetni vrednosti:

O

%
1> :/ sin? zdx :/
0 0 2

Za lihe n = 2k 4 1 torej velja

(VB
Oy

sin xdr = [— cos x]

o= |

2k 2k — 2

= 1.

T sin 2x

2%
Lk = 575

Za sode n = 2k na enak nac¢in dobimo
B 2k—1 2k -3

Ioj_q

21,
k=2 7 e 2%k 2%k —2

I —
2k ok

T T 2%kl 2% —1

-
4 |, 4
2 (2k)!
37T (2k+ D
C@E-DM o
2T 2k 2
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DODATNE NALOGE
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