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Posploseni integral

Uros KUZMAN
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Obravnavali bomo dva tipa izlimitiranih oz. posplosenih integralov.

a0 R
TIP 1: f f(x)dx:lgiql__/ f(z) dz.

b

b
TIP 2: [ fa)dz = lim, [ f(a)dz

V praksi to pomeni

T—> 00 T \a

00 b
/ f(x)dr = lim F(x) — F(a), / f(x)dr = F(b) — lim F(x).

Na enak nac¢in obravnavamo tudi —oo in pol v zgornji meji.
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Primer:

be{l,3,00}.

7 /b dx
b — 9
0 |z —1

Prvi intergal ima tezavo le v zgornji meji

I 1 d[l? 1 1
1 / = = [-20-2}]

Drugi integral ima pol sredi obmocja zato ga razbijemo na dva dela

/1 dx /3 dx
I3 = 4 .
0 \/1—213‘ 1 \/33—1

Prvi del smo Ze izracunali, zato imamo

113
I3=2+ [2(33—1)5} —242v2-0=24+2V2.
1

Pri tretjem integralu postopamo podobno

o

:24—[2(23—1)%] — 9242 lim vz — 1.

1 T— 00

> dx
Io=2+ /
1 VL — 1
Ker limita ne konvergira, je nekonvergenten tudi integral.
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Primer:

>~ d
Ia:/ —CZ, a € {e,1}.

rIn® x

Vpeljimo spremenljivko t = Inx oz. dt = d—;. Dobimo

> dt 177
Ia:/ —2: [——] .
lnat t In a

V primeru, ko je a = e, dobimo

, 1 1
fe=—Jim >+ = =1

V primeru, ko je a = 1, dobimo

1 1
[y == lim =+ lim

Ta integral ni konvergenten, ker druga limita ne obstaja.
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Primer:

1
I:/ In zdx.
0

Ta integral je posplosen zaradi logaritemskega pola pri x = 0. ReSimo
ga z intgracijo po delih
dx

u=1Inr = du=—,
x

dv =dr = v = z.

Dobimo

1
[:[:Eln:c](l)—/ dr = —limzlnz — 1.

To limito izracunamo z L’Hospitalovim pravilom

Inz x1

lim xlnz = lim — = lim ——lmr=0=—=1=—-1.
x\0 ™\ 0 x—1 x\0 —x 2 x\0
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Primer:

Torej je
1, = [—x”e‘x]go + n/ " te™Tdr =0+ nl, ;.
0

Sedaj postopamo induktivno
In:nIn_l —...=n! Io.

Nazadje izracunamo Se

Iy = / e Tdr = [_6_:,;];0 —1—= 1, =nl
0
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Primer: Za katere polinome p(x) stopnje 2 obstaja integral

0o 13 —3x+2

Velja:
2 —3r4+2=(x—1)*x+2),

kar pomeni, da ima integrand pol pri x = 1. Nedoloceni integral te
racionalne funkcije je enak

d
/ p(z)dz :Aln\x—1|—|—Bln]a:—|—2|—|—L—|—D.
3 — 3x + 2 r—1

Ce zelimo, da je dolo¢eni integral mogoée izra¢unati v z = 1, morata
biti A = C' = 0. To pomeni, da mora biti

p(x) k

— = —k(z— 1), keR.
3 —3x+2 x+2 p(z) (@ )

V tem primeru je [ = k(In3 — In 2).
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