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Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo krivulje y = (z + 1)2,
x = sin(my) in y = 0.
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KLJUCNA IDEJA: Doloc¢eni integral sesteje kontinuum mnogo
infinitezimalnih linearnih aproksimacij.

Primer: S = > " | f(z;)dx; = S = f; f(z)dz.
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KAKO NA TAK NACIN IZRACUNAMO DOLZINO KRIVULJE?
YA

dx

Ocenimo majhen odsek krivulje z odsekom tangente

dL = \/dx2? + dy? = \/dz? + (f'(z)dz)? = /1 + ))2dz.

Ko sestejemo vse te 'neskoncno majhne’ delcke, dobimo

:/ V1+(f'(x))2d.
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KAKO IZRACUNAMO VOLUMEN VRTENINE?
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v=flx) _4
A
h

('R

a

\
» —e

.

Ocenimo volumen majhnega kosa kot da gre za zelo tanek valj
dV = mr*h = nf(x)dx.

Ko sestejemo vse te 'neskon¢no majhne’ volumne, dobimo

b
V= 7r/ f(z)*dx.
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KAKO IZRACUNAMO POVRSINO VRTENINE?

Y4 Vi

b y=f)
k'
| E B o

Povrsino majhnega kosa bomo ocenili kot da gre za prisekan stozec.
Spomnimo, da je

<

pl=7(r+ R)s "X orrs

dP = 271rs = 2w f(x)\/1 + (f'(x)?)dz.

Ko sestejemo vse te 'neskon¢no majhne’ volumne, dobimo

b
P = 27T/ @)1+ (f(z)?)dz.
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Primer: Ce obstajata, izracunaj volumen in povrsSino vrtenine, ki jo
dobimo, ¢e funkcijo

Najprej izracunajmo volumen

V:TF/ d—x :W[—x_l]fo = 7.
1

r2

Nato si oglejmo Se izraz za povrsino

—27r/ FEVT+ (@)= 27r/100l 1+%0&><_

i

Slednji integral ima singularnost pri x = oco. Tam se obnasa kot % in
ni konvergenten.
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Lik L omejujeta parabola y = 4 — 22 in abscisna os. Izpelji ustrezno
integracijsko formulo in izra¢unaj volumen telesa, ki ga dobimo z
vrtenjem lika L okoli osi x = 3.

vA
i
f

Telo bomo 'razrezali’ v navpi¢ni smeri. In sicer, na prizme z visino dy
katerih osnovna ploskev je kolobar z radijema R in r. Potrebujemo
torej oba radija v odvisnosti od spremenljivke y € [0, 4]:

y=4—1* =ax=4\/4—y
R=3+\4—y, r=3—+/4—y.

Infinitezimalni del volumna torej ocenimo z

dV = n(R? —r)h = ((3 Ay (34— y)2> dy.
V:w/412\/m6ly:647r.
0
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PARAMETRICNE KRIVULJE

Ob predpostavki, da se po krivulji premikamo v pozitivni smeri,
druzina zveznic med tockami (x(t),y(t)),t € [, 8] in koordinatnim
izhodiscem opise lik s plis¢ino

1 [P
S = 5/ (xy — yx)dt.

Ce je krivulja sklenjena velja tudi

B B
S:/ asy'dt:—/ yxdt.

Dolzina krivulje pa je vedno enaka

8
L:/‘Mﬁ+gwt
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KRIVULJE V POLARNIH KOORDINATAH

Druzina zveznic med tockami (x(p),y(¥)), ¢ € [a, 8] in koordinatnim
izhodiScem opise lik s plos¢ino

1 [P )
5:5 r(p)°dep.

Dolzina krivulje je enaka

B
L= [ VOGR+ R
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Primer: Izracunaj obseg in ploS¢ino asteroide
72/3 +y2/3 = a2/3,a > 0.

Namig: = acos®t, y = asin’t, t € [0, 27].

Izracunajmo oba odvoda
i = —3acos’tsint, ¥ = 3asin®t cost.

Ker je krivulja sklenjena lahko vzamemo
2 2m
S = / rydt = 3a* / cos® t sin? tdt,
0 0

vendar pa je integracija precej zapletena.
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Zato vzamemo raje

1 (2
S:4-—/ :cy—yabdt:6a2/
2 0 0

(VB

cos* tsin? t + cos?® t sin® tdt

Bl 3 3
= 6a° / cos? t sin? tdt = §a2 / sin?(2t)dt.
0 0

To sedaj integriramo s pomocjo dvojnih kotov
3T 5

3 l
S = Zaz/o (1 — cos4t)dt = <

Pri izracunu obsega postopamo podobno

Bl 5l
ob = 4/ Va2 +y?dt =4 - Sa/ V costt sin? t + sin® t cos? tdt.
0 0

Tokrat dobimo
= 6a.

NIE
Oly

sin 2tdt = [—3a cos(2t)]

ob = 6a /
0
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Primer: Izracunaj obseg in ploS¢ino kardioide, ki je podana z
r(¢) = a(l +cosp),a > 0,r € [0, 2],

Izracunaj tudi povrsino telesa, ki jo dobimo,ce kardioido zavrtimo
okoli osi x.

vA

“Y

Plos¢ina je enaka
2

1 27 CL2 27 a
S = 5/ r(p)dp = ?/ (142 cos p+cos? @)dp = 7(27r+0+7r).
0 0
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Obseg je enak

ob = \/r ©)2dp
0

2m 2m
:a/ \/1+2008gp—|—008290—|—sin290d90:a/ V2 + 2cos pdp.
0 0

Sedaj znova uporabimo znano formulo

2w ©
ob:a/ \/4cos? —dp = ... =8a.
0 2
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Ce za a = 1 kardioido zavrtimo okoli osi # dobimo naslednje telo

vA

Povrsino majhnega dela ocenimo s plaséem prisekanega stozca,

dP = 2nRs = my(p)dL(p) = mr(p) sinp/r(p)? + 1/()2.

Dobimo integral

P = 27r/ ) sin /7 () ©)%dep.
0

Domaca naloga: Izracunaj ga.
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