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5. Jedro in slika adjungirane preslikave

Recimo, da poznamo jedro in sliko linearne preslikave L: U — V. Radi bi
odtod dobili jedro in sliko adjungirane linearne preslikave L*: V — U.
Spomnimo se, da velja (Lu,v) = (u, L*v) za vsak u € U in vsak v € V.

Izrek

Za vsako linearno preslikavo L: U — V/, kjer sta U in V kon¢norazsezna
vektorska prostora s skalarnim produktom, velja

Ker L* = (Im L)*. (1)

Dokaz: Vzemimo poljuben vektor v € V. Opazimo, da velja L*v =0
natanko tedaj, ko je (u, L*v) = 0 za vsak u € U. Po definiciji L* velja to
natanko tedaj, ko je (Lu,v) = 0 za vsak u € U. Po definiciji Im L velja to
natanko tedaj, ko je (w,v) =0 za vsak w € Im L. Po definiciji
ortogonalnega komplementa velja to natanko tedaj, ko v € (Im L)*. O
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Oglejmo si nekaj preprostih posledic formule (1).

Ce na obeh straneh (1) uporabimo ortogonalni komplement in
upodtevamo, da je ((Im L))+ = Im L, dobimo

Im L = (Ker L*)*. (2)
Ce v formuli (1) zamenjamo L z L*, dobimo

Ker L = (Im L*)*. (3)
Ce v formuli (2) zamenjamo L z L*, dobimo

Im L* = (Ker L)*. (4)

Isto formulo dobimo, e na obeh straneh v (3) uporabimo ortogonalni
komplement.
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Pokazimo sedaj, da formule (1)-(4) veljajo tudi za matrike.
Najprej standardni skalarni produkt zapisemo v matri¢ni obliki
Vi
(v,w>:v1|7v1+...—|—v,,ﬁ/,,:[|7v1 v_v,,] : = w'v. (5)
Vn
Naj bo A kompleksna m x n matrika. Opazimo, da iz (5) sledi
(Au,v) = v *Au = v A" u = (A*v)"u = (u,A"v) (6)

za vsak u € C" in vsak v € C™. V (Au, v) nastopa standardni skalarni
produkt na C™, v (u, A*v) pa standardni skalarni produkt na C". Naj bo
L linearna preslikava it C" v C™ definirana z Lau = Au. Potem velja

(La)" = La- (7)

saj po (6) Velja <U, (LA)*V> = <LAU7 V> = <AU, V) = <U, A*V> = <U, L V>
za vsak u € C" in vsak v € C™. Iz (7) sledi recimo verzija (3) za matrike

Ker A=Kerly = (Im(La)*)F = (Im La-)t = (Im A)*.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Petindvajseto predavanje april 2021 4 /21



Ceje Lslikaiz Uv V, potem L*Lslikaiz Uv U, LL* paiz V v V.
Poleg tega iz lastnosti adjungiranja sledi

(L*L)*=L"L in (LL*)* =LL". (5)
Oglejmo si, kako izratunamo jedro in sliko preslikav L*L in LL*.

Trditev

Za vsako linearno preslikavo L: U — V/, kjer sta U in V kon¢norazsezna
vektorska prostora s skalarnim produktom, velja

Ker L*L = Ker L. (6)

Dokaz: Vzemimo poljuben u € U. Ce u € Ker L, potem je Lu = 0. Odtod
sledi L*Lu = L*0 =0, torej u € Ker L*L.

Doka¥imo %e obratno. Ce u € Ker L*L, potem L*Lu = 0. Po definiciji L* je
(Lu, Lu) = (u, L*Lu) = (u,0) = 0. Odtod sledi Lu =0, torej je u € Ker L.
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Oglejmo si nekaj posledic formule (6).

Ce na obeh straneh formule (6) vzamemo ortogonalni komplement in
upodtevamo, da po formuli (4) velja Im L* = (Ker L)+ in
Im L*L = Im (L*L)* = (Ker L*L)*, potem dobimo

ImL*L=TmL".
Ce v formulah (6) in (7) zamenjamo L z L*, potem dobimo

Ker LL* = Ker L*,
ImLL* =Tm L.

Opomba: Pravimo, da je L: V — V normalna linearna preslikava,

Ce velja LL* = L*L. Za normalne linearne preslikave iz (6) in (8) sledi,
da je Ker L* = Ker L, iz (7) in (9) pa sledi, da je Im L* = Im L.
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6. Lastne vrednosti adjungirane matrike

Recimo, da je A kompleksna n x n matrika. Zanima nas, kak3$na je zveza
med lastnimi vrednostmi matrike A in lastnimi vrednostmi matrike A*.

Izrek o lastnih vrednostih adjungirane matrike

Naj bo A kvadratna matrika nad C in naj bo A € C. Potem je A lastna
vrednost za A natanko tedaj, ko je A lastna vrednost za A*.

Dokaz: Radi bi dokazali, da velja Ker (A — Al) # {0} natanko tedaj, ko
velja Ker (A* — Xl) # {0}. Zado¥¢a dokazati, da velja

dim Ker (A — Al) = dim Ker (A* — \/). (1)

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Petindvajseto predavanje april 2021 7/21



Oznatimo B = A — \l. Iz lastnosti operacije adjungiranja sledi, da je

B* = A* — \l. Torej zadosta dokazati, da je
dim Ker B = dim Ker B*.
|z izreka Ker B* = (Im B)~ sledi
dim Ker B* = dim(Im B)*
Po izreku o ortogonalnem razcepu, je
dim(Im B)* = n — dimIm B
kjer je n velikost matrike A. Po osnovnem izreku je
n —dimIm B = dim Ker B.

Iz formul (3), (4) in (5) sledi formula (2).
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Oglejmo si 8e en dokaz, ki je bolj raunski.

Najprej opazimo, da za vsako kompleksno kvadratno matriko B velja

det B* = det(B)" = det B = det B.

Ce vstavimo B = A — x I, dobimo
det(A* — x 1) = det(A — x 1),

torej za karakteristi¢na polinoma A in A* velja

pa- (%) = pa(x).

Torej je pa(x) = 0 natanko tedaj, ko je pa«(x) = 0, kar dokaZe izrek.

Opomba: |z tega dokaza je razvidno, kako se pa+(x) izraZa z pa(x).
Iz pa(x) = co + cix + ... + c,x" namrec sledi, da velja
pA*(X) = pA()_() =c+cax+...+cepx"=¢+Cix+ ...+ Z‘an.
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Primer
Doloci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

]33]

in njene adjungirane matrike A*.

Resitev: Karakteristi¢ni polinom matrike A je
det(A—A)=(1-2)2-2i=(1-N?>-Q+i)P>=\+)A-2-1)

torej sta —i in 2 4 lastni vrednosti matrike A. Podobno je

det(A* = AN =(1-N2+2i=1-2)>-Q—-)=ON—-i)\—-2+1)

karakteristi¢ni polinom matrike A*. Torej sta / in 2 — i lastni vrednosti
matrike A*. Torej so lastne vrednosti za A* res konjugirane lastnim
vrednostim za A.
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Lastna podprostora za A sta
. . 1— . : 1—
Ker (A+il) = Lin [ 1 ], Ker(A—(2+1i)/) = Lin [ 1 ]
Lastna podprostora za A* pa sta
. . 1— N . . 1—1
Ker (A* —il) = Lin [ s ], Ker (A* — (2 —/)l) = Lin [ 5 ]

Odtod je razvidno, da Ker (A — Al) in Ker (A* — /) nista nujno enaka.
Opomba: Pokazali bomo, da za normalne matrike vedno velja

Ker (A — M) = Ker (A* — M). Gornji primer kaZe, da to v splosnem ni
res. Vemo pa, da vedno velja dimKer (A — /) = dim Ker (A* — A/).
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7. Simetri¢ne in hermitske matrike
Oglejmo si pomemben razred linearnih preslikav.

Definicija sebiadjungirane preslikave

Naj bo V kon&norazsezen vektorski prostor s skalarnim produktom.
Linearna preslikava L: V — V je sebiadjungirana, e velja L = L*.

Opomba: Ce je A matrika sebiadjungirane preslikave L: V — V glede na
ortonormirano bazo B za V, potem je A* = ([L]g)" = [L*]z = [L]z = A.
Taki matriki v€asih pravimo sebiadjungirana matrika, vendar se pogosteje
uporablja naslednja terminologija:

Definicija simetri¢ne in hermitske matrike

Kompleksna matrika A je hermitska, ¢e zados¢a A = A*. Realnim
hermitskim matrikam pravimo tudi simetri€ne matrike.

Opomba: Za vsako matriko A sta A*A in AA* hermitski matriki.
Vsaka potenca hermitske matrike je spet hermitska matrika.
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Primer: Ortogonalni projektorji

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom, W podprostor v V
L: V — V taka linearna preslikava, ki vsakemu vektorju iz V' priredi

in

njegovo ortogonalno projekcijo na W. PokaZimo, da je L = L* in L = 2.

Dokaz: Naj bo ws, ..., wy ortonormirana baza za W. Potem za vsak
veVveljalv= ZLl(v, w;)w;. Za vsak v/ € V velja

k k
(Lv, V') = (Z(v, wi)wi, V') = Z(v, wi) (wi, V'),
i=1 i=1
k k
(v, Lv") = (v, Z(v Wi wp) = Z (v, wi) (v, w;)
i=1 =1

1
Torej je za vsaka v,v' € V velja (Lv,v') = (v, LV') kar pomeni L = L*.
Ker je Lw; = w; za vsak i, je
k

k
[2v = Z(v, w;i)Lw; = Z(v, wi)w; = Lv.

i=1 i=1
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Kaj lahko povemo o lastnih vrednostih hermitskih matrik?

Vse lastne vrednosti hermitska matrike so realne.

Trditev 1 J

Dokaz: Naj bo X lastna vrednost hermitske matrike in naj bo v pripadajoci
lastni vektor. Potem za standardni skalarni produkt velja

Mv,v) = (Av,v) = (Av,v) = (v, A*V) = (v, Av) = (v, Av) = X(v, V)
Ker je v # 0, lahko pokrajsamo (v, v) in dobimo A = . O]

Kaj lahko povemo o lastnih vektorjih hermitskih matrik?

Trditev 2
Lastna vektorja hermitske matrike, ki pripadata razli¢nim lastnim
vrednostim, sta ortogonalna glede na standardni skalarni produkt.
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Dokaz: Naj bo A hermitska matrika in naj bosta v in v njena lastna
vektorja. Naj bosta A in p pripadajodi lastni vrednosti, se pravi

Au=Au in Av=npv.
Po prejsnji trditvi sta A in u realni $tevili. Odtod sledi
(Au,v) = (Au,v) = X(u,v)

(u, Av) = (u, uv) = i(u, v) = plu, v)
Ker je A hermitska matrika, velja
(Au,v) = (u, A*v) = (u, Av)

1z (1), (2) in (3) sledi
Mu, v) = plu, v)
Ce je A\ # p, iz (4) sledi, da je

(u,v) =0.
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Kaj lahko povemo o Jordanski formi hermitske matrike?

Vsaka hermitska matrika je podobna diagonalni matriki.

Trditev 3 J

Dokaz. Zados¢a dokazati, da se korenski podprostori ujemajo z lastnimi
podprostori. Odtod namrel sledi, da so vse Jordanske kletke velikosti 1.

Naj bo A lastna vrednost hermitske matrike A. Radi bi dokazali, da za
vsako naravno Stevilo m velja Ker (A — A/)™ = Ker (A — /).

Ozna&imo B = A — Al in opazimo, da je tudi matrika B hermitska.
Iz formule Ker B*B = Ker B torej sledi, da je Ker B2 = Ker B.
Ce namesto B vstavimo B2 za k = 1,...,m—1, dobimo

Ker B2" = Ker B2" ' =Ker B2" " = ... = Ker B.
Ker je 2™ > m za vsak m, odtod sledi
Ker B C Ker B™ C Ker B®" = Ker B
Torej res za vsak m velja

Ker B™ = Ker B.
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Definicija unitarne in ortogonalne matrike

Kompleksna n x n matrika je unitarna, ¢e njeni stolpci tvorijo
ortonomirano bazo za C" glede na standardni skalarni produkt.

Realni unitarni matriki pravimo tudi ortogonalna matrika.

Opomba: Za unitarno matriko P velja PP* = |. Za ortogonalno matriko
P velja PPT = |. V obeh primerih je torej P~1 = P*.

Izrek

Za vsako hermitsko matriko A obstaja taka unitarna matrika P in taka
realna diagonalna matrika D, da velja A= PDP~!.

Za vsako simetri¢éno matriko A obstaja taka ortogonalna matrika P in taka
realna diagonalna matrika D, da velja A= PDP~!.
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Dokaz prvega dela: Naj bo A hermitska n x n matrika. Za vsak lastni
podprostor matrike A izberimo ortonormirano bazo. Naj bo B unija
izbranih ortonormiranih baz po vseh lastnih podprostorih matrike A.

Ker so lastni podprostori matrike A paroma ortogonalni (po Trditvi 2), je
B ortogonalna mnoZica. Ker je C” direktna vsota lastnih podprostorov
matrike A (po Trditvi 3), je B ogrodje za C". Torej je I3 ortonormirana
baza za C". Sestavljena je iz lastnih vektorjev matrike A.

Naj bo P matrika, katere stolpci so elementi baze B. Potem je P unitarna
matrika, katere stolpci so lastni vektorji matrike A, torej je

AP:A[vl v,,]:[Avl Av,,]:
A ... 0
:[Alvl )\,,v,,]:[vl v,,] oot = PD [
0 ... X\
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Dokaz drugega dela. Naj bo A simetri¢na matrika. Naj bodo Aq,..., Ak
vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A. Ker so matrike A — \;/
realne (po Trditvi 1), lahko za lastni podprostor Ker(A — \A;l) izberemo
ortonormirano bazo B; iz realnih vektorjev. (Gram-Schmidtova
ortogonalizacija nam realno bazo spremeni v realno ortogonalno bazo.)
Ker so lastni podprostori matrike A paroma ortogonalni in ker je njihova
vsota enaka C" je Uf-;l B; ortonormirana baza za C". Elemente te baze
vzamemo za stolpce matrike P. []

Se en dokaz drugega dela: DokaZimo s popolno indukcijo, da ima R”
ortonormirano bazo iz lastnih vektorjev matrike A. Recimo, da je

B = {v1,...,v,} ortonormirana mnozica v R" iz lastnih vektorjev A.
Trdimo, da za vsak w € Bt velja Aw € BL. Za vsak v € B je namret
(Aw,v) = (w, Av) = (w, A\v) = XM(w, v) = 0. Ker je BL invarianten za A,
vsebuje vsaj en realen lastni vektor za A. Ce ta lastni vektor normiramo,
dobimo tak vektor v,y1, da je {vi,...,V,, v,41} ortonormirana mnoZica v
R" iz lastnih vektorjev matrike A. O
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Primer
Naj bo
1 1 1
A=11 3 -1
1 -1 3

Poisci tako ortogonalno matriko P in tako diagonalno matriko D, da je

A= PDP 1.

Karakteristi¢ni polinom matrike A je
det(A — xI) = —x3 + 7x* — 12x = —x(x — 3)(x — 4)

Lastni vektorji, ki pripadajo lastnim vrednostim 4, 3, 0 so

0 1 2
“1|,l1],] 1
1 1 1
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O¢itno so to vektorji paroma ortogonalni. Ce jih normiramo, dobimo

0 1/v/3 —2//6
SRR
1/V2 1/v3 1/v6

Iskana matrika P je torej

0 1/v/3 —2/V6
P = [1/\/5 1/vV3 1/V6 ]
1/vV2 1/V/3 1/V6

iskana matrika D pa je
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