ANALIZA 1
29. domaca naloga

(1) Na mnozico M = R? vpeljemo predpis:
(21, 91). (2. 72)) = |22 — 21 ;oY= Y2,
(@), (22,82)) { w2 — a1+ [yl + gl 5 w1 # v

(a) Pokazi, da je d metrika. o
(b) Skiciraj zaprti krogli K((0,1),1) in K((0,1),2).

(2) Naj bo M =NU{oo} in d: M x M — R podana s predpisom:
|1/n —1/m|, n # oco,m # oo,

B 1/n, n # 0o, m = 0o,
d(m,n) = 1/m, n = oo, m # oo,
0, n = 00, m = 00.

(a) Pokazi, da je (M, d) metri¢ni prostor.
(b) Pokazi, da za vsak n € N obstaja r > 0, da je K(n,r) = {n}. Pokazi tudi, da za vsak r > 0
krogla K (oo, ) vsebuje vse razen kon¢no mnogo elementov M.
(3) Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Definirajmo

3 _ d(:Ua y)
d(z,y) = Trdwy)

Pokazi, da je tudi d metrika na mnozici M.

(4) Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Razdaljo med pravima nepraznima podmnozicama A in B prostora
M definiramo s predpisom

D(A, B) = inf  d(a,b).
(4, B) (a,b)neleB (a,5)

Ali je s predpisom D definirana metrika na mnozici P(M)\ {0, M}, kjer je P(M) poten¢na mnozica
mnozice M?

Ne. Kot primer vzemimo mnozico M = {a,b,c} s poljubno metriko d. Podmnozici A = {a} in
B = {a, b} sta potem razli¢ni, a velja D(A, B) = 0.

(5) Na mnozico H? = {z € C|Im(z) > 0} vpeljemo hiperboli¢no metriko d s predpisom

d(z,w) = arch <1 + th(z_)%> .

Opisi kroznico s sredis¢em v toc¢ki S(zg,yp) in polmerom r.

Kroznica v hiperboli¢ni metriki ima enac¢bo (z — z0)? + (y — yochr)? = (yoshr)2.

(6) Ugotovi, ali je A odprta oziroma zaprta podmnozica danega metri¢nega prostora:
(a) A= {z € R|z je iracionalen} C R,
(b) A={(1,%)|neN}cCR?,
(c) A={(k,0)|k,1€Z}CR?
(d) A= {(z,y,2) eR3 |22+ 2 + 22 =1} CR3.
)

’(a ni odprta, ni zaprta (b) ni odprta, ni zaprta (c) ni odprta, je zaprta (d) ni odprta, je zaprta.‘

(7) Naj bosta A in B podmnozici evklidskega prostora R™.
(1) Pokazi, da velja int(A N B) = int(A) N int(B).
(2) Denimo, da je A odprta, B pa zaprta podmnozica R™. Pokazi, da je potem A\ B odprta, B\ A
pa zaprta podmnozica R™.
(8) Ugotovi, ali so dani metri¢ni prostori kompaktni:
(a) M =N CR,
(b) M =(QnN[0,1]) x [0,1] C RQ»
(c) S? ={(z,y,2) e R? |2 + 9% + 22 =1} C R3,
(d) 0(2) ={Q e R¥”?|QTQ =T} C R¥?.
(a)

a) ni kompakten (b) ni kompakten (c) je kompakten (d) je kompakten.
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(9) Na mnozici R definirajmo metriko d s predpisom d(z,y) = 1 Ty

E Pokazi, da obstaja podmnozica
A C (R,d), ki je zaprta in omejena, a ni kompaktna.

(10) Naj bosta A in B kompaktni podmnozici evklidskega prostora R™. Pokazi, da sta potem tudi AU B
in AN B kompaktni podmnozici R".



