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Resitve 2. kolokvija iz Analize 1

Ce za vsak = € [1,3] velja |f(x) — f(2)| < |z — 2|, je f enakomerno zvezna na
[1,3].

Ce za funkcijo f: (—=1,1) — R velja f(0) = 1, obstaja = > 0, da je f(z) > f(0).

Ce je lim,~ f(7) = oo, obstaja zaporedje (a,) z lastnostma a,, — 0 in f(a,) —
0.

Obstaja natanko eno stevilo a > 0, pri katerem se grafa funkcij e®” in e~ sekata

pod pravim kotom.

Ce je produkt funkcij f - g odvedljiv v tocki & = 0, sta taki tudi funkeciji f in g.
Funkcije f(x) = ‘S‘xﬂ ne moremo zvezno razsiriti na celo realno os.

Funkcija f je zvezna na R. Ce velja f(x) > 0 za vsak 2 € Q, velja tudi f(z) > 0
za vsak r € R\ Q.

Funkcija, ki je konstantna na gosti podmnozici realnih Stevil, je konstantna tudi
na R.

Za vsak x € R velja arsh(sh(x))) = .

Naj bo f: D — R surjektivna in g: R — R bijektivna. Potem je go f injektivna.
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Ce za vsak x € [0,2] velja |f(z) — f(1)] < |z — 1], je f enakomerno zvezna na
[0, 2].

Ce za funkcijo f: (—1,1) — R velja f'(0) = —1, obstaja z > 0, da je f(z) < f(0).

Ce je lim, » f(x) = —oo, obstaja zaporedje (a,) z lastnostma a,, — 0 in f(a,) —

—OQ.

Obstaja natanko eno stevilo a > 0, pri katerem se grafa funkcij alnx in —alnzx

sekata pod pravim kotom.

Ce je funkcija % odvedljiva v tocki x = 0, je taka tudi funkcija f.

Funkcije f(x) = 7] 1le moremo zvezno razsiriti na celo realno os.

sin x|

Funkcija f je zvezna na R. Ce velja f(z) > 0 za vsak z € R\ Q, velja tudi
f(z) >0 za vsak x € Q.

Funkcija, ki je konstantna na gosti podmnozici realnih stevil, je konstantna tudi
na R.

Za vsak x € R velja sh(arsh(x))) = .

Naj bo f: D — R bijektivna in g: R — R surjektivna. Potem je go f injektivna.



=

Z O Z2 |9 [0 2

=Z o |2

Ce za vsak x € [1,5] velja |f(z) — f(3)] < |z — 3|, je f enakomerno zvezna na
[1,5].

Ce za funkcijo f: (—=1,1) — R velja f/(0) = 0, obstaja z > 0, da je f(z) > f(0).

Ce je lim,_,0 f(7) = 0, obstaja zaporedje (a,) z lastnostma a,, — oo in f(a,) —
0.

Obstaja natanko eno stevilo a > 0, pri katerem se grafa funkcij a/x in ¢ sekata

pod pravim kotom.

Ce je kvocient funkcij £ odvedljiv v tocki x = 0, sta taki tudi funkciji f in g.

Funkcije f(x) = % ne moremo zvezno razsiriti na celo realno os.

Funkcija f je zvezna na R. Ce velja f(x) < 0 za vsak 2 € Q, velja tudi f(z) <0
za vsak z € R\ Q.

Funkcija, ki je konstantna na gosti podmnozici realnih stevil, je konstantna tudi
na R.

Za vsak x > 0 velja arch(ch(z))) = z.

Naj bo f: D — R surjektivna in g: R — R injektivna. Potem je go f bijektivna.
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(1A) [10 tock] Funkcija f : R — R je dana s predpisom f(z) = 555.

a) Pokazi, da je f injektivna in izrac¢unaj njeno zalogo vrednosti Z;.
b) Izracunaj predpis za inverz f~': Z; — R.
Regitev: a) Injektivnost funkcije najlazje dokazemo z odvodom. Izracunamo lahko, da je

24

@) = Goy ey

Ker je f'(z) > 0 za vsak = € R je funkcija f strogo narascajoca in posledi¢no injektivna.

Iz limit:
2e* — 3e™*
li = lim — =-1
:c—1>r—noo f(l') J:—1>r—noo 2eT —+ 3e—% ’
) . 2e" —3e7 "
dim flo) = lim o= = b
sledi, da je Zy = (—1,1).
b) Racunajmo:
2e¥ — 3e7Y
r=_——,
2e¥ + 3e7Y
z(2eY 4+ 3e7Y) = 2¢¥ — 3e7Y,
e!(2x —2) = e ¥ (=3 — 3x),
o 3+ 3z
2 — 2z’

1 3+ 3w
y=—In :
2 2 -2

Od tod dobimo predpis za inverz

- [4] Dokaz injektivnosti funkcije f.
- [2] Izra¢un zaloge vrednosti funkcije f.

- [4] Izra¢un predpisa inverza funkcije f.



(1B) [10 tock] Funkcija f : R — R je dana s predpisom f(r) = 3542¢ 7

ette T

a) Pokazi, da je f injektivna in izrac¢unaj njeno zalogo vrednosti Z;.

b) Izracunaj predpis za inverz f~': Z; — R.

Regitev: a) Injektivnost funkcije najlazje dokazemo z odvodom. Izracunamo lahko, da je

2
/ JR—
f (.Z') - (ezv + ef:v)Q'
Ker je f'(z) > 0 za vsak = € R je funkcija f strogo narascajoca in posledi¢no injektivna.
Iz limit:
e’ 4 2e7*
li = lim —— =2
;I:—1>IEloo f(J]) x—l>IPoo et +e % ’
3e* + 2e7"
] — i 22T
A fle) = i e =8
sledi, da je Zy = (2,3).
b) Racunajmo:
_3e¥ +2e7Y
 eV4ev ]

- [4] Dokaz injektivnosti funkcije f.
- [2] Izra¢un zaloge vrednosti funkcije f.

- [4] Izra¢un predpisa inverza funkcije f.



(2A) [15 tock] V elipso s polosema a = 5 in b = 4 vértamo pravokotnik, ki ima stranici vzporedni

Koliksna je ta plos¢ina?

Resitev: Izberimo si koordinatni sistem tako, da bo elipsa imela enacbo % + 31’—2 = 1.
Vértane pravokotnike, ki zadoscajo pogojem naloge, bomo parametrizirali z x koordinato
zgornjega desnega oglisca.

T(x,y)

=Y

To oglisce ima potem y koordinato enako y = 44/1 — ;—;, pravokotnik pa ima stranici dolgi

2z in 2y. Od tod dobimo formulo za plos¢ino pravokotnika

S \/ v
=222y =1621/1— —
(v) =2z -2y = 16z 55

nasa naloga pa je, da pois¢emo maksimum funkcije S : [0,5] — R. Odvod funkcije S je

enak
, [ 2 &
S =1 1l— — - —=
25

Od tod sledi, da stacionarne tocke funkcije S zadosc¢ajo enacbi:
25 \/@
. 2 2

o5

s 25
5
Na intervalu [0, 5] imamo torej eno stacionarno tocko z = \% Ker je funkcija S odvedljiva

i

kjer pa velja S(0) = S(5) = 0. Od tod sledi, da ima najvecjo plod¢ino pravokotnik z
zgornjim desnim oglis¢em T(\%, 2v/2), njegova ploscina pa je

Smax = 40.

- [6] Formulacija ekstremalnega problema in zapis funkcije S.
- [6] Izracun stacionarne tocke in utemeljitev, da ima tam funkcija S maksimum.

- [3] Izra¢un maksimalne plos¢ine.



(2B) [15 tock] V elipso s polosema a = 7 in b = 3 vértamo pravokotnik, ki ima stranici vzporedni

Koliksna je ta plos¢ina?

Resitev: Izberimo si koordinatni sistem tako, da bo elipsa imela enacbo % + % = 1.

Vértane pravokotnike, ki zadoscajo pogojem naloge, bomo parametrizirali z x koordinato
zgornjega desnega oglisca.
yA

T(x,y)

=Y

i—;, pravokotnik pa ima stranici dolgi
2z in 2y. Od tod dobimo formulo za plos¢ino pravokotnika

g / 2
=2x -2y =12 1——
(x) x -2y x 9’

nasa naloga pa je, da poiséemo maksimum funkcije S : [0,7] — R. Odvod funkcije S je

enak
, [ 5
S =12 11— — - —=
49

Od tod sledi, da stacionarne tocke funkcije S zadosc¢ajo enacbi:

2
[ =
TR
19

T X
R

49 49 0
2_ 4

5

To oglisce ima potem y koordinato enako y = 34/1 —

X

Na intervalu [0, 7] imamo torej eno stacionarno tocko z = \/iﬁ Ker je funkcija S odvedljiva

kjer pa velja S(0) = S(7) = 0. Od tod sledi, da ima najve¢jo plos¢ino pravokotnik z
zgornjim desnim oglisécem T(\/iﬁ, \%), njegova ploséina pa je

Smax = 42.

- [6] Formulacija ekstremalnega problema in zapis funkcije S.
- [6] Izracun stacionarne tocke in utemeljitev, da ima tam funkcija S maksimum.

- [3] Izra¢un maksimalne plos¢ine.



(3A) [20 tock] Naj bo f(z) = 21n /5t

a) Doloci definicijsko obmocje Dy.
b) Izracunaj limito lim, o f(z).

¢) Dokazi, da ima enacba f(x) = z* vsaj dve resitvi na Dj.

Resitev: Veljati mora z # 0 in 3£ > 0. Torej je Dy = (—3,0) U (0,3). Nadalje velja

1. B3xz 1. 34\ 1. 2 \* 1. » 1
lim — In = —limln =—limln(1+ = —lnes = —.
=0 T 3—x 220 3—x 2 20 33—z 2 3

Limito je mozno resiti tudi z L’Hospitalovim pravilom:

lim —— = - lim ——— = —.
z—0 x 2 —0 1 3

Sedaj funkcijo f razsirimo do zvezne funkcije f: (—3,3) — R s predpisom f(O) = % Nato

si ogledamo funkcijo }
g(x) = f(x) —a™.

Opazimo, da zanjo velja ¢(0) > 0 in g(+1) < 0. To pomeni, da ima na intervalih (—1,0)
in (0,1) vsaj po eno niclo, kar ustreza Zelenima resitvama v nasem primeru.

Kriterij:
[+6 | Definicijsko obmocje.

[+7 | Izrac¢un limite.
[+7 ] Dokaz tocke c).



(3B) [20 tock] Naj bo f(z) = % 1n ¢/2%2

a) Doloci definicijsko obmocje Dy.
b) Izracunaj limito lim, o f(z).

¢) Dokazi, da ima enacba f(x) = z? vsaj dve resitvi na Dj.

Resitev: Veljati mora z # 0 in 22 > 0. Torej je Dy = (—2,0) U (0,2). Nadalje velja

2—x
1 2 1 9 | 22 \* 1 1
lim =1In ¢ +x:—limln T =—limln {1+ * = —lne=—.
z—0 T 2—x 320 2 —x 3 250 2 —=x 3 3

Limito je mozno resiti tudi z L’Hospitalovim pravilom:

z—0 T 3 z—0 1 - 5
Sedaj funkcijo f razsirimo do zvezne funkcije f: (—2,2) — R s predpisom f(0) = 5. Nato
si ogledamo funkcijo 3

g(z) = f(z) - 2”.

Opazimo, da zanjo velja g(0) > 0 in g(+1) < 0. To pomeni, da ima na intervalih (—1,0)
in (0,1) vsaj po eno niclo, kar ustreza Zelenima resitvama v nasem primeru.
Kriterij:
[+6 | Definicijsko obmogje.

[+7 | Izrac¢un limite.
[+7 ] Dokaz tocke c).



(4) [20 tock] Pri resevanju naslednjih nalog si pomagaj z definicijo enakomerne zveznosti.

a) Naj bo f zvezna na R in naj obstajata limiti lim, . f(z) ter lim,_, ., f(x). Dokazi,

da je f omejena in enakomerno zvezna na R.

b) Dokazi ali ovrzi s primerom: Ce je f enakomerno zvezna na R, je taka tudi funkcija

2.

c) Naj bo f : (a,b) — R enakomerno zvezna funkcija. Pokazi, da jo lahko zvezno

razsirimo na zaprt interval [a, b)].

Resitev: a) Oznacimo limiti z L = lim f(x) in D = lim f(z). Potem obstajata stevili

T—r—00 T—00
a in b, da velja:

|f(z)] < |L|+1zazx € (—o0,al,
|f(2)] <

| <
| < |D|+ 1 zaz € [b,o00).

Ker je funkcija f zvezna na [a, b], je tam omejena, zato obstaja stevilo M, daje | f(z)| < M

za x € [a,b]. Od tod sledi, da je f na R omejena s Stevilom max{|L| + 1,|D|+ 1, M }.

Za dokaz enakomerne zveznosti funkcije f na R najprej izberimo poljuben € > 0. Podobno

kot prej lahko najdemo stevili a < b, da velja:

[f(z) = L] <
|[f(x) = D| <

za T € (—00,al,

Nl N

za x € [b,00).

Ker je f enakomerno zvezna na intervalu [a — 1,b + 1], obstaja 0 < § < 1, da velja

|f(z) — f(y)| < € za poljubna z,y € [a — 1,b + 1], ki zadoscata pogoju |z —y| < 6. Ce

vzamemo sedaj poljubna z,y € R, ki zadoscata pogoju |r — y| < ¢ in ne lezita oba v

[a — 1,0+ 1], morata obe hkrati lezati v enem izmed intervalov (—oo, a] ali [b,00). Ce sta
na primer oba v (—o00, a, dobimo z uporabo trikotniske neenakosti oceno

[f(@) = fW)l = 1f(z) = L= (fly) = D) < [f(x) = LI+ |fly) - LI <5+ 5 =€

Podoben argument deluje tudi v primeru, ko sta x in y oba v [b, 00).

b) Vzemimo funkcijo f(z) = z. S predavanj vemo, da je f enakomerno zvezna na R,

f?(x) = 2? pa ne. Torej trditev ne velja.

¢) Naj bo f : (a,b) — R enakomerno zvezna funkcija. S predavanj vemo, da je potem

f na (a,b) omejena. Ce torej definiramo zaporedje a, = a + %, je posledi¢no zaporedje

f(a,) omejeno. Zato obstaja podzaporedje (b,) zaporedja (a,), za katerega obstaja limita

L= lim f(by).

Pokazimo, da je L desna limita funkcije f v tocki a. V ta namen vzemimo poljuben € > 0.
Ker je f enakomerno zvezna na (a,b), obstaja § > 0, da velja | f(z) — f(y)| < § za poljubna
x,y € (a,b), za katera je |x — y| < . V posebnem to pomeni, da za x,y € (a,a+ ¢) velja
|f(x) — f(y)| < §. Ker zaporedje (b,) konvergira k a, obstaja nek clen b, € (a,a +§), za

katerega velja | f(b,) — L| < 5. Od tod pa potem sledi, da za x € (a,a + J) velja
€

2

— €.

|[f(2) = LI = [f () = f(bn) + f(bn) = LI < |f(2) = f(ba)] + [f(bn) — L] < §+

Podobno lahko dokazemo tudi, da ima f v tocki b levo limito.



- [4] Dokaz, da je f omejena.
-16] Dokaz, da je f enakomerno zvezna.

-[2] Opazka, da je f na (a,b) omejena.

4]
[6]
- [4] Protiprimer, ki pokaze, da kvadrat ni nujno enakomerno zvezen.
2]
- [4] Dokaz obstoja limit funkcije f v robnih tockah.



(5) [15 tock] Mnozica A C R je podana kot Stevna unija zaprtih intervalov A = U9, [a,, by].

a) Za x € A naj bo n(r) € N najmanjse naravno stevilo z lastnostjo « € [an(z), bn(a)]-
Funkcija f: R — R je podana s predpisom

ﬁ, reQNA,
fe)={ L re®\@)na
0, e R\ A

Pokazi, da je f zvezna natanko na komplementu mnozice A.

b) Ali trditev iz tocke a) drzi tudi, ¢e je A podana kot $tevna unija odprtih intervalov?
Svoj odgovor utemelji.

Resitev: Za vsak a € ANQ velja f(a) > 0. Nadalje pa obstaja tudi iracionalno zaporedje
z lastnostma a,, — a in f(a,) < 0. To pomeni, da f ni zvezna v a. Na podoben nag¢in
obravnavamo tudi a € AN (R\ Q), kjer je f(a) < 0.

Dokaz dejstva, da je f zvezna v vsaki tocki a € R\ A je tezji, kot se zdi na prvi pogled.
Argument, da gre za funkcijo, ki je na komplementu mnozice A konstantno enaka nicelni
namrec ne zadosca. Za ilustracijo si oglejmo primer, ko je

A=U4[1/n,1—1/n]=(0,1).

V tem primeru je f = 0 na (—oo,0]U[1, 00), vendar pa moramo dodatno utemeljiti, zakaj
je zvezna tudi v tockah @ = 0 in @ = 1. To je res zaradi dejstva, da za dovolj majhno
stevilo § > 0 iz pogoja |z| < ¢ in |x — 1| < § sledi, da je bodisi x € R\ A ali pa je
flz) = j:% za nek n € N z lastnostjo % < €. Res, tega pogoja ne izpolnjuje le konc¢no

mnogo naravnih §tevil, zato je tak J res mogoce izbrati.

V splosnem moramo torej lociti dva primera. Recimo, da obstaja majhen 6 > 0, da je
If =(a—d,a+6) CR\ A.

Potem je f = 0 zvezna na celem I§. Ce lahko R\ A zapisemo kot stevno unijo odprtih
intervalov, to drzi za vsak a € R\ A. Vendar pa ta situacija ni povsem splosna, saj v
splosnem velja

R \ A= Moz ((_OO’ an) U (bm OO)) )

steven presek odprtih intervalov pa je lahko (kot zgoraj) sestoji iz zaprtih intervalov in tudi
izoliranih toc¢k. To pomeni, da obstajajo tudi Stevila a € R\ A, za katera vsak interval
I§, 0 > 0, seka tudi mnozico A. Vseeno pa opazimo, da z manjSanjem Stevila § > 0
monotono narasc¢a tudi najmanjse Stevilo n € N, pri katerem je ANJa,, b,] # 0. Povedano
drugace, e gre a, — a, za nekatere ¢lene velja f(a,) = 0 za druge pa f(a,) = i% — 0.
To potrjuje, da lahko za poljuben € > 0 izberemo majhen ¢, da iz |z — a| < J sledi tudi

[f(@)] <e

Odgovor na vprasanje v trditvi b) je negativen, pri utemeljitvi pa je znova potrebno
obravnavati krajisca morebitnih zaprtih intervalov v R\ A. Vzemimo na primer A = (0, 1).
Potem obravnavamo funkcijo

1, reQn(0,1),
fle) =4 -1, € R\Q)N(0,1),
0, reR\(0,1).

Ta funkcija ni zvezna v tockah 0 in 1, ki pa sta v komplementu mnozice A.

Kriterij:



[+5 | Nezveznost v a € A.
[+5 | Zveznost v a € R\ A.
[+5 ] Odgovor in protiprimer za b).



